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Vorwort. 



Daa dem Ziircher Kongresse zu Gnmdc gelegte Reglement ubertrug 
in Artikel 7 die Veroffentliehang der Verhandlungen einem Komite, be- 
stelieDd aus dem Prasidenten und den beiden Gfeneralsekretareu des 
Kongressea. Im Auftrage dieses Komites habe ieh die Bedaktion der 
KoQgrefs-Verhaiidlangen iibemommen und in aeinem Namen iibergebe 
ieb dieselbcn hiermit dem mathematiaclien Publikum. 

Das Werk zerfallt in zwei Teile. Der erste bericbtet iiber die 
Vorgeschichte und den Verlauf des Kongresses auf Grund der gefiihrten 
Protokolle. Daran sehliefst sich die Liste der dem Kongresse fiber- 
reiehten Schriften und das Verzeichnis der Teilnehmer mit ihren ge- 
nauen Adressen. Dem letzteren wurde besondere Anfmerksamkeit 
gewidmet, in der Erwartung, dafs es vielleicht den Anfang zu einem 
spiiter zu veroffentlichenden inter nationalen Mabhematiker-Adrefsbuebe 
bilden werde. Fiir die VervoUstandigung des Verzeichnisses bin ich 
mchreren FaehgeDossen zu Dank verpflichtet. 

Der zweite Teil entbalt in 34 Abbandlnngen die wissenschaftliehen 
Voi'triige des Kongresses, denen, soweit moglicb, auch diejenigen Ar- 
beiten zugezahlt w.urden, welche zwar angekiindigt, aber aus Mangel 
an Zeit oder anderen Griinden nicbt zur Mitteilung gelangt wareu. 
Die Vortrage sind, die einen vollstandig die andem im Auszuge, so 
abgedruckt, wic die Autoren sie dem Redaktionakomite eingereicht haben. 

Artikel 7 des oben erwahnten Reglementes Latte urspriinglieb 
einc deutsclie und eine franzosiselie Ausgabe der Verbandlungen vor- 
gesehen. Da aber in demselben Artikel aucb festgesetzt war, dafs die 
Vortrage in derjeaigen Spraehe zimi Abdrucke gelangen soUtea, in 
weleher sie gehalten worden waren, bo waren beide Ausgaben in ihrem 
weitaus grolsten Teile voUig identiach ausgefallen. Es war daher, um 
der geforderten Zweispraehigkeit zu geniigen, vollstandig ausreichend, 
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rV Vorwgrt, 

■wenn in dem ersten Telle alle Mitteilungen von besonderem Interesao 
deutscli mid fraozosiseh wiedergegeben wurden. 

Zum Schluase bleibt mir noeb iibrig, dankbar der TJnteratiitzung 
zu gedenten, welche verschiedenc Fttchgenoaaen, inabesondere die Herrea 
Franel, Geiser und Hurwitz, mir bei der Herausgabe des vorliegenden 
Werkea haben zu Teil werden lasaen, Aueh der Verlagabuchhandlung 
ieh fiir ihr jederzeit bereitwilliges Eiageiien auf meine Wiinache 
dieser Stelle meinen Dank aua. 

Ziiricb, im Juni 1898. 

Ferdinand Rudio. 
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A. Vorgeschiclite des Kongresses. 

Naehdem der Plan eines internabionalen Mathematiker-Kongresses 
Tor mekrereE Jahren angeregfc und seitdem Ton den Faehgenossen der 
versehiedensten Nationen eifrig besproelien worden war, wurde zu 
wiederholten Malen an die Ziircher Mathematiker die Anirage ge- 
ricJitet, ob aie nicht bereit seien, eineii ersteii Versuch zu untemebmen 
mid eine intemationale Mathematiker-Zusammenkninft zu reranatalten. 

Da der Vorsehlag in der Schweiz wie im Aualande aliseitige sym- 
patbisclie Zustimmung fand, so iibernalun es Prof. C. F. Geiser, durcb 
ein Cirkular vom 16. Juii 1896 die Matbematiker Ziiriebs auf Dienstag, 
den 21, Juli, zu einer vorlaufigen Besprecbung der Angelegenheit ein- 
zuladen. 

Die Vei^ammlung war sehr zablreieb besucht und alle Anwesenden 
bekundeten das lebbafteste Interease an dem Projekte. Nacbdem Prof. 
Geiaer in einem ausfuhrlichen Heferafce auseinandergesetzfc babte, dafs 
die Matbemafciker des Auslandes es gerne sehen wiirden, wenn die 
Ziireber die Initiative ergriffen, nacbdem er soi^altig das Fiir und das 
Wider eines soleben Unternebmens abgewogen und auf die grofse Be- 
deutung desselben bingewieseu hatte, bescblofs die Versammlung ein- 
atiuunig, dem von den Facbgenossen geauTserfcen Wunscbe Folge za 
gebeu und far das Jabr 1897 die Einberufung eines intemationalen 
Matbematiker-Kongr esses zu ubernebmen. Zugleieb wurde ein Komite, 
bestebend aus den Professoren C, P. Geiser, F. Rudio, A. Hiarwitz, 
J. Franel, F. H. Weber und den Assistenten J. Rebstein und 
Gr. Dumas gewahlfc und mit den erforderlieben Vorbereitungen beauf- 
tragt. Der zuerst Gewahlte, Prof Geiser, war damit zugleieb als der 
President des Organisationskomites bezeicbnet. 

Wabrend der Herbstferien aetzte sicb nun das Komite mit den- 
jenigen auswartigen Matbematikem, die sicb fiir daa TJntcrnebmen be- 
sonders interessierten, in miindliche und scbriftlicbe Korrespondenz, um 
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4 I. Teil: Verges ciiichte und Vorlauf des Kongrcsses. 

ihre Ansichten und Wunsche in Bezug auf die Zeit, die Dauer imd 
die Organisation des zu veranstaltenden Kongresses entgegen zu nehmen. 
Insljesondere hatte Prof, Radio bei einetn Besuche der Naturforscher- 
vei^ammlung in Frankfurt Gelegenheit, mit den Mitgliedern der deut- 
sehen Mathematiker-Vereinigung in Yerbindung zu treten und sich mit 
ihnen fiber sine Reihe von Fragen personlich zu besprechen. 

Naeh solciien Vorbereituiigen trat das Komite am 12. Norember 

1896 zu einer ersten Sitzung zusammen. In dieser konuten bereits 
einige wichtige prinzipielle Beschliisse gefafst werden. In Uberein- 
stimmung mit der Mehrheit der dem Komite unterbreiteten Wunsche 
wurde festgesetzt, dafs der Kongrefs am 9., 10. und 11. August 1897 
stattflnden solle. Nach dem Muster der grofsen wissenaebaftlichen 
Wanderveraammlungen, z. B. der schweizerisehen naturforschenden Gfe- 
seHschaft, sollten neben Hauptsitzungen auch Sektionssitzungen statt- 
flnden, in den ersteren aber nur Vortrage von aligemeinerer Bedeutung 
gehalten ■werden, zu welchen, namentlicb auch mit Rucksieht auf den 
intemationalen Charakter des Kongresses, spezieUe Einladungen zu 
ergehen batten. Die BeschafFung der erforderlichen Geldmittel wurde 
als eine interne Angelegenheit bezeiehnet. Femer wurde beschlossen, 
die Einladungen zu dem Kongresse nicht an die verschiedenen mathe- 
matiseben GieseUsehaften, sondern an die Fachgenossen personlich zu 
richten und zu diesem Zweeke das Ztireber Komite dureh Adjunktion 
von Mathematikem anderer Lander zu einem intemationalen Komite 
zu erweitern. 

In der folgenden Sitzung vom 8. Dezember 1896, zu welcher 
wieder alle Mathematiber Ziirichs eingeladen waren, verlas zunachst 
Prof. Rudio das von ikm im Auftrage des Komites verfafste Eiu- 
ladungscirkular. Die Versammlung genehmigte dasselbe und etimmte 
auch den iibrigen Beschliissen des Komites zu. Darauf teilte Prof. 
Geiser die Namen derjenigen auswiirtjgen Mathematiker mit, welcho 
sich bereit erklart batten, dem Zureber Komite beizutreten und mit 
diesem die Einladungen zu iibemebmen. 

Das so gebildete internationale Komite versandto nun im Januar 

1897 das ertriibnte Einiadungseirkular, Welches folgendennafsen lautete- 
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A. Vorgescliichte des 



Internationaler Mathematiker-Kongrefs in Ziirich 1897. 



Zurich, Januar 1897. 



Hochgeehrber Heir! 

Wie Ihneii bekannfc sein wird, ist die Frage eines internationalen 
Mathematiker-Xongreases seit laiigerer Zeit Gegenstand lebhafter Ver- 
handlungen seitens der Fachgenoasen. Im Hinblick auf die Erfolge, 
welche durcSi internationale Verstandigung auf anderen Wiasensgebieten 
erzielt worden sind, wurde die Wlinschbarkeit einer Jnteraationalen 
Vereiniguiig auch der Mathematiker von alien, die sieh mit der 'Ei&ge 
beset^ftigten, einmiitig betont. Naehdem auf Grand maiinigfaelier 
miindlicher und aebriftlicher Korrespondenzen das Projekt eine festere 
Gfestalt anzunebmen begonnen hatte und auch die Ortsfr^e wiederholt 
in Erwagung gezogen worden war, wurde es aUgemein als zweckmafsig 
bezejctnet, dafs der erste Versucli ron einem Lande ausgehen mockte, 
das dureh seine Lags, seine Verlialtnisse und dureh seine Tradition 
zur Aiibahnung internationaler Beziehungen besonders geeignet sei. So 
richteten sich denn bald die Blicke nacli der Sehweiz und insbesondere 
nach Zfiricii. 

Obwohi sick die Ziircher Mathematiker keineswegs die Sehwierig- 
keit des Unternehmens yerhehlten, glaubten sie doch, im Interesse der 
Saehe, die Anregungen, die ihnen von den versehiedensten Seiten her 
zugegangen waren, nicht von der Hand weisen zu diirfen. Sie erklarten 
sich daher gerne bereit, die erforderlichen Vorbereitungen zur Bin- 
berafung eines internationalen Mathemafciker-Kongresses zu ubemehmen 
und, soweit es an ihnen liege, das Unternehmen nach Kraften zu fordem. 
Mathematiker anderer Nationen scblossen sicb ihnen an, und so trat 
das unterzeicbnete inteniationaie Komite zusammen, mit der Aufgabe, 
far das Jalir 1897 in Ziirich eine Zusammenkuiift der Mathematiker 
aller Lander der Erde zu veranstalten. 

Der Kongrefa, an welchem teilzunebmen Sie hiermit, hochgeehrter 
Herr, von dem Komite ergebenst eingeladen werden, soil in Zurich 
am 9., 10, und 11. August 1897 in den Raumen des eidgenossischen 
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6 I. Teil: Vorgeschichte imd Verlauf dea Kongreeses. 

Poly tech nikums atattfinden. Das Komite wird nicht verfehlen, Ilmen 
rechtzeitig das genauere Arbeitsprogramm vorzulegen uiid sicii aladann 
Ihre Zusage zur Beteiligung am Kongrease zu erbitten. Immerhin darf 
sehon jetzt darauf hingewiesen werden, dafe naturgemafs die wissen- 
scHaftlichen und die geschaftlichen Verhandlungeii sich vorzugaweise 
tun solebe Fragen gruppieren werden, die ein allgemeineres Interesse 
besitzen und denen eine prinzipielle Bedeutung innewohnt. 

Die Bedeutung wissenschaftlicher Kongresse beruht aber nicht 
minder aueh auf der Pflege personlicher Beziehungen. Das Lobal- 
tomite wird es sich angelegen sein lassen, aueh dieser Seite des zu 
veranstaltenden Kongresses seine Aufmerksamkeit zuzuwenden und dureh 
Entwerfung eines beacheidenen Festprogrammes Rechnung zu tragen. 

Mogen die Erwai-tungen, welche sich an diese erste interoationale 
Mathematiker-Vereiiiigung tniipfen, in Erfullung gehen! Moge eine 
zahb-eiche Beteiligung die wissenschaftlichen und personlichen Be- 
ziehungen der Fachgenosaen fordern im Interesse gemeinaamer Arbeit 
und des Fortschrittes der mathematischen Wiasenschaft! 

H, Blenler, Prasideut des schweizerischen Sehulrates, Ziirieh. 
H. BnrkLardt, Prof, an der Universitat, Zurich. L. Cl'emona, 
Prof, in Rom. G. Dumas, Assistent am eidg. Polyteehnikumj 
Zurich. J. Franel, Prof, am eidg. Polyt^chnikum, Zurich. 
C. F. (reiser, Prof, am eidg. Polyteehnikum, Zurich. A. Co. 
(jreenMU, Prof, in Woolwich. A. Herzog, Direktor des eidg. 
Polytechnikums, Ziirieh. G.W. Hill, Prof. in West-Nyaok (U.S.A.). 
A, Hnrwitz, Prof, am eidg. Polyteehnikum, Zurich. F. Klein, 
Prof, in Gottingen. A. Markoff, Prof, in Petersburg. P. Mertens, 
Prof, in Wien. H. Minkowski, Prof, am eidg. Polyteehnikum, 
Zurich. G. Mittag-Leffler, Prof, in Stockholm. G. Oltpamarc, 
Prof, in Genf. H. Poiueare, Prof, in Paris. J. Rehstein, 
Assistent am eidg. Polyteehnikum, Ziirieh. F. Rndio, Prof, 
am eidg. Polyteehnikum, Ziirieh. K. VoilderMUlill , Prof, in 
Basel. F. H. Weber, Prof am eidg. Polyteehnikum, Zurich. 

Korrespondenzen in Angelegenheiten des Kongresses sind a.u Prof Geiser, 
Kiisnacht-Ziirich, zu riehfceu. 



Das Cirkular wurde an 2000 Mathemafciker und mathematische 
Phyaiker teils in deutscher, teila in franzosischer Sprache versandt. Die 
von Prof. Pranel besorgte TJbersetzung hatte folgenden Wortlaut: 
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A. Vorgcschichtc dos Kongre 



Congrfes international des matbematiciens, k, Zurich, en 1897, 



Zurich, Janvier 1897. 



Monsieur, 

Vous n'ignorez pas que I'idee d'un congres international des matbe- 
maticiens a ete, dans ces derniers temps surtout, I'objet de nombreuses 
deliberations de la part des savants interesses a sa realisation. H leur 
a paru, en raison des exeellents resultats obtenus dans d'autrea domaines 
scieutiflques, par une entente intemationtle, quil y auiait de tres serieux 
avantages a assurer 1 exet-ution de ce projet 

A la suite d'un ethange de vues ties autif en tomba daccord sur 
un premier point. Cest que la Suisse, pai sa situation geogi aphique 
centraie, par ses traditions et son expeiience des congres mtemationaux 
paraissait toute designee pour tenter un piemier essai de leunion des 
mathematieiens. On voulut bifn en^uite iliJi-iii Zraich comme siege 
du congres. 

Les mathematicient. de Zuncb ne so Ijnt ^uoune illusion sur les 
difficultes qu'ils anront .i smmontei Mais dans linteret meme de 
cette entreprise, ils ont pense ne pouvoii deUmei les ou\ertures si 
h n abl qui leur out ete faites de tous cotes Ils se deciderent 
d n \ ndre toutes les mesures pieparatoires pour le futiu congres 
t t ibuer a sa reussite dans la mesure de leurs toices Ainsi 

n ttua, avee le emcoms de mathematieiens dautres nitions, le 
m t d -ganisati n soassignc, charge de r6anir k Zurich, en 1397, 
les mathSiQatlcieiis du monde entier 

Le congres, auquel tous etes coidialement prie dassistei, aura 
lieu, a Zurich, les 9, H) et 11 aoilt 1897, dans les stIIbs de I'Ecole 
polytechnique federale. Le comite ne manquera pas de vous communi- 
quer, en temps opportun, le teste du programme arrete en vous priaot 
de lui envoyer votre adhesion. Mais, dfes a present, il est permis 
d'observer que les travanx scientifiques et les questions d'ordre ad- 
ministratif porteront essentieliement sur des sujets d'interet general ou 
d'importance reconnue. 
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Les congres scientifiques ont auesi ce preeieux avantage de favo- 
riser et d'entretenir les relations personnelles. Le eomite local iie 
manquera pas d'aeeorder toute sa soSlicitude a cetfce partie de sa tache 
et, dans ce but, il elaborera un modeste programme de fetes et de 
reunions iniimes. 

Puissent les eaperanees fondees sur ee premier eongres se rcaliser 
pleineraent! Poiasent de nombreux participants contribuer par leur 
presence a creer, entre coUegues, non seulement des rapports scienti- 
fiques snivis, mais encore des relations eordiales basees sur une con- 
naissanee personnelle! Puisse eniin notre eongres servir a I'aTancement 
et au progres des sciences matliematiques! 

H. Bleuler, President du Conseil de I'Ecole polyt. federate, 
Zurich. H. Bnrkliapdt, Prof, a TUniyersite de Zurich. L. Cre- 
moua, Prof, a Rome. G. Dnmas, Assistant a I'Ecole polyt. 
f^d^rale, Zui-ich. J. Frauel, Prof, a I'Ecole polyt. federale, 
Zurich. C. F. Geisep, Prof, a I'Ecole polyt. federale, Zurich. 
A. Co. GreenhiH, Prof a Woolwich. A. Herzog, Direetenr 
de I'Ecole polyt. federale, Zurich. G. W. Hill, Prof a West- 
Nj&ck (U. S. A.). A. Hnrwitz, Prof, a I'Ecole polyt. federale, 
Zurich. F. Klein, Prof, a Gcetfcingue. A. Markoff, Prof a 
P^tersbourg. F. Jttertens, Prof, a Vienne. H. Minkowski, Prof 
a TEcoIe polyt. federale, Zurich. G. Mittag-Leffler, Prof a 
Stockholm. G. Oltramare, Prof a Geneve. H. Poincare, Prof. 
a Paris. J. Kebstein, Assistant a I'Ecole polyt. federale, Zurich. 
P. Rudio, Prof a I'Ecole polyt. federale, Zurich. K. VondepSiahll, 
Prof a Bale. F.H.Weter, Prof a I'Ecole polyt. fe'derale, Zurich, 

Adresser les coiTespondances concernant les aiFaires du cougrca a M. le 
Prof. Geiser, Kusnacht-Zurich. 



Der Vei'sand dieser wie aueh der nachfolgenden Cirkulare wurde 
in der Art ausgefiihrt, dafs in jedem der grofeeren Staaten je ein Ver- 
treter es iibemahm, eine geeignete Anzahl der in Zfirich gedruckten 
Exemplare in seinem Lande, oder zugieich auch in den Nachbarlandern, 
zu verteilen. Dieser Aufgabe sich zu unterziehen, hatten die Freund- 
lichteit die Herren: 

Greenhill-Woolwich, Guccia-PalennOj Gutzmer-Halle, Hill- 
West-Nyack, Klein- Gottingen, Lai a ant- Paris, Mansion-Gent, 
Markoff -Petersburg, Mertens-Wien, Mittag-Leffler- Stockholm, 
Schoute-Groningen, Stephanos-Athen und Teixeira-Porto. 
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Aufserdem sorgten die Eedaktionen einer grofsen Anzahl mftthe- 
matiacher Journale fur geeignete Verbreitung der Einladungscirkulare, 
indem sie dieselben teils abdnielrten, teils beilegten. 

In derselben allgemeinen Sitzung vom 8. Dezember 1896, in welcher 
der Modaa der Eiiiladungen festgesetzt worden war, ■warden aucb die 
erfordcrlichen Subkomites gewablt, welche dem bisherigen Komifce, als 
Organisationskomite fiir die eigentlichen Kongrefsverhandlungen, zur 
Seite stehen und namentlieb flir den festlichen Teil des Kongressea 
besorgt sein aollten. Solcher Xomites wnrden vier bestellfc: 

Empfangskomite : Prof. Hurwitz (Prasident), Prof. Biitzberger, 

Assistent Dumas; 
Wirtschaftskomite : Prof. Radio (Prasident), Prof Franel, Prof. 

Kief er; 
Vergnflgungskomite; Prof Herzog (Prasident), Prof. Minkowski, 

Assistent Rebstein; 
Finanzkomite: Prof. G-robli (Prasident), Prof Rcbsteiu, 

Prof Lacombe. 

Dem Empfaiigskoinite traten spater nocbProf. Biirkbardt, Prof Hirsch 
und Seminarlcbrer Gubler bei. 

Es wiirde zu weit fuhren, die Arbeiten dieser verschiedenen Komitea 
im einzelnen zu verfolgen. Die Eesultate ihrer Beratungen sind ana 
dem Verlaufe des Kongresses selbst zu eatnehmen. Nur auf einige 
wenige Punkte moge nooh hingewieaen werden. 

Vor allem darf bervorgeboben werden, dafs nicht nur die Stadt 
und der Kanton Ziirich, sondem aucb die scbweizerische Eidgenoasen- 
schaft die Ehre zu wiirdigen wuTsten, dafe der erste inter nationale 
Mathematiker-Xoi^reJa auf Scbweizerboden stattfinden soUe, Die Sub- 
ventionen, welche das Komite den eidgenossiseben, kantonalen und 
stadtischen Behorden, aufserdem aber aueh einer grofsen Anzahl von 
PriTaten, namentlieh Mitgliedem dor kaufmannischen Gesellschaft, zu 
verdanken hatte^ legen Zeugnis ab von dem bohen Intereaso, welches 
dem Kongresse entgcgengebracht wurde. Diese Subventionen setzten 
das Komite nicht nur in den Stand, das Unteraehmen in einer ihm 
angemessen erscheinenden Weise durchzufiihren, sie haben es ihm aneb 
nachtraglich ermoglicht, die Verhaudlungeu des Kongresses in der- 
jenigen Form zu veroffentlichen, die ihm von Anfang an als Ziel vor- 
schwebte. 

Aber aucb in anderer Ricbtung ward dem Komite Untersttttzung 
zu teil. Im Febniar 1897 batte dasselbe an die Mitglieder des inter- 
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natioiialen Komites, sowie an einige weitere Mathematiker ein Cirkular 
versandt, dessen Wortlaut (deutech und franzosiseh) hier folgen moge: 



Ziirich, Febmar 1897. 

Hochgeehrte Herren! 

Das Lokalkomite ist mit der Ausarbeitung eines Programmes fflr 
die Verhaiidiungeii des Kongreaaes besehaftigt. Ffir Montag, den 9., 
und Mittwoeh, den 11. August, sind ftesamtsitzungen vorgeseben, in 
welchen Fragen von allgcmeincrem Interesse behandelt werden solleii 
Vortrage speziellerer Natur warden, je nach Bediirfiiis in Sektionen, 
am Dienstag gehalten werden. 

Neben rein wissenschaftHclien Fragen soil der Kongrcfs seine Auf- 
merksamkeit ancK Angelegenbeiten melir geschaftlicher Natur zuwen- 
den. Wir rechnen hierzo Fragen der Bibliographie, der Lexikographie, 
der Terminologie, die Inangriffnabme gemeinsamer ■wissensehaftlicber 
Untemehmungen (bistorische Arbeifcen, zusammenfassende Eeforate, 
Ilerausgabe Ton Werken, Veranstaltung von Ausstellungen) n. dergl. 
Aueb Besprechungen, die sich mit den Beziehungen der Mathematik 
zu anderen Wiasensgebieten, zur Technik, zura offentlicben Leben etc. 
beschaftigen, konnten in den BereicK der Verbandlnngen aufgenommen 
werden. 

Wir ersnclien Sie nun, uns Ihre Ansichten uber die Organisation 
und die Traktanden des Koiigreeses mitteilen zu wollen und uns wo- 
mogljeh aus der Beihe jener gescbaftlichen Fragen bestimmte Themata 
zu beaeichnen, iiber welche Sie entweder selbst zu referieren wiinschen 
oder fiir welche dann andere Referenten zu besfcellen waren. 

Empfaugen Sie zum voraus fiir Ikre Bemiihungen unsereu verbind- 
lichsten Dank. 

Mit ausgezeiehneter Hoehaclitung 

Das Lokalkomite. 

Zurich, Fevrier 1897. 

Messieurs et trea honores collegues, 

Le comite local s'oecupe actuellement d'elaborer le programme des 
deliberations du futur congres. D'apres notre projet on tiendrait deux 
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. plenierea, le lundi 9 et le mercredi 11 aout, dans lesquelles 
on traiterait de questions presenfcant un interefc genera!. Les sujets de 
nature plus speciale seraient exposes le mardi dans des assemblees de 
section. 

Le eongres s'occupera aussi de questions d'ordre plutot adminis- 
fcratif concernant la bibliographie, la terminologie, I'hjstoire des mathe- 
matiques, la publication de rapports ou d'ceuvres completes, I'organi- 
sation d'expositions, I'entreprise de travaus seientifiques ayanfc un 
caractere international, etc. etc. Des communications relatives aux 
rapports des mathematiques avee d'autres branches du savoir humain, 
avec les sciences appliqueea, etc., trouyeraient naturellement place dans 
ees deliberations. 

Nous vous prions de bien Youloir nous faire eonnaifcre vos vues 
a ce aujet et, si possible, de nous designer parmi les questions 
enumerees precedemment, ceUes que vous seriez dispose a trailer per- 
aonnellement ou pour lesquelles vous pourriez nous reeommander un 
rapporteur. 

VeuiUez agreer. Messieurs et tres honores eoilegues, avec nos 
reraerciements anticipes, I'expression de notre tres haute consideration. 

Le comity local. 



Auf dieses Cirkular hin gingen dem Komite von verschiedenen 
Faehgenossen wertvolle Vorschlage zu. Auch schon vorher hafcte sieh 
dasselbe verdankenswerter Anregungen, namentlich derjenigen Mathe- 
matiker zu erfreuen gehabt, welehe den Plan eines intemationalen 
Mathematiker-KoDgresses teils begrfindefc, teila befordert batten. Das 
Ziircher Komite fflhlt sich in dieser Hinsicht insbesondere verpflichtefc 
den Herren Gf. Enestrom, A. Gutzmer, F. Klein, C. A. Laisant, 
A. Vassilief, H, Weber. Herr Laisant hatte sogar die grofse 
hVenndhchkeit gehabt, einen ausfiihrlichen , bis ins einzelne gehenden 
Organisationsplan zu entwerfen und dem Komite zur Vert'iigung zu 
steUen. 

Ende Mai 1897 versandte das Organisationskomite ein drittes Cir- 
kular, welches wieder, wie das erste, an die Mafchematiker aller Lander 
gerichtet war, Es geniigt, wenn dasselbe hier im Auszuge mitgeteilt 
wird: 
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Ziirich, Mai 1897. 
An Herrn 

Ilochgeehrter Heir! 

Das Orgamsabionskomite beelirb sich, Ihnen hiermit das Programm 
des vom 9. bis zum 11. August in Zurich tagenden intemationalen 
Mathemafciker-Kongreases vorzulegen und Sie am- Tcilnalune an den 
Arbeiten der Versammlung einzuladeu. Die lebhafte Zustimmung, die 
das geplante Untemehmen bei den Mathematikern aUer Lander gefun- 
den hat, bereehfcigt zu der Hoffnung, dafs sieh die Fachgenosaen zahl- 
reich zur gemeinaamen Arbeit in Zurich einfinden werden. 

Fiir die geordnete Dnrchfflln-uiig des ganzen Planes ist es nun 
aber durchaus notwendig, dafs das Organisation skomite mogliebst bald 
die zu erwartende Teilnehmerzahl abzuschatz.en vermoge. Es richtet 
daher an Sie, hochgeehrter Herr, die dringende Bitte, Ihre Amaelduiig 
so zeitig als nur moglicli (jedenfalls "vor dem 1. August) durch Be- 
nutzung der beiliegenden Karte kundgeben zu wollen. Das Empfangs- 
koraite (Prasident: Herr Prof. Dr. A. Hurwitz, Zurich I, Falkengasse 16) 
ist geme bereit, den Teilnehmern zur BeschafFung von Wohnungen mit 
Rat und That zur Seite zu stehen 

Indem sich das Organisation skomite der Hoffnung hingiebt, Sie 
bei dem Kongresse begrulsen zu konnen, heifst es Sie ira Toraus aufs 
herziiehste in Zurich willkommen. 

Das Organisationskomite. 
Zurich, Mai 1897. 



Monsieur et tres honore confrere, 

Le comifce d' organisation a I'honueur de vous soumettre le pro- 
gramme du congres international des raathematieiens qui siegera a 
Zurich du 9 au 11 aollt et vous invite h, bien vouloir prendre part 
aux trayaux de eette i 
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L'accueil empresse qu'ont marqu^ pour cette entreprise les mathe- 
matieieiis du monde entier nous autorise a compter sur le coneours 
d'un tres grand nombre de collegues. 

Pour dea raisons faeiles a comprendre, le comite d' organisa- 
tion a le plus grand interet a eoniiaitre, des a present, le nombre 
approsimatif des participants au congres. Nous vous prions done, 
Monsieur et eher confrere, de fcien voilloir nous envoyer votre adhesion 
le plus t6t possible (avant le 1"' aoCit, si faire se pent) en vous ser- 
vant de la carte postale oi-jolnte. 

Le comite de reception, preside par M. Hurwitz, Falkengasse 15, 
Zurich, se met a votre entiere disposition pour vous faeiliter la 
recherche d'un logement ou pour tous autres renseignements eoneemant 
votre sejour a, Zurich 

Nous esperons que vous vondrez hien honorer le congres de votre 
presence, et nous vous adresaons, d'ores et deja, nos meilleurs souhaits 
de bien venue. 

Le eomit6 d'organisation. 

Das dem Cirkular beigefugte Programm kann hier ubergangen 
werden, da es nur einen provisorischen Charakter hatte und spater 
durch ein vollstandigeres ersetzt wurde. 

Die Sitzungen dea Organisationskomites und der demselben unter- 
stellten Subkomites wurden begreiflicherweise um so zahlreieher, je 
naher der Kongrefs heranriiekte. 

Am Vorabend desselben, Sonntag, den 8. August, versammelte sich 
naehmittags 5 Uhr daa Internationale Komite in der Touballe zui- 
Bespreehung der dem Kongresse vorzuiegenden Trattanden. Von dem 
Komite waren anwesend die Herren Geiser, als Prasident, Bleuler, 
Dumas, Franel, Hirsch, Klein, Mertens, Minkowski, Mittag- 
Leffler, Rudio und VonderMuhll. Aufaerdem waren auf spezielle 
Einladung noeh ersehienen die Herren Brioaehi, Laisant, Vassilief 
und Weber. 

Gegenstand der Beratung bildeten auTser dem Programme das den 
Kongrefaverhandlungen zu Gfrunde zu legende Keglement, sowie eine 
Anzabl von Resolutionen, die dem Kongresse zui' BeschluMassung 
unterbreitet werden soUten. Die Entwiirfe fur das Reglement und die 
Resolutionen waren von Prof. Geiser ausgearbeitet worden. Nach 
einigen Modifikationen des urspriingKchen Entwurfes ging das folgende 
Reglement aus den Beratungen hervor: 
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Keglement 

fiir den 
vom 9. bis 11. August 1897 in J^iirich tagenden 

internationalen Mathematiker-Kongrers, 

Art. 1. Dei- Kongrefs hiit den Zweek: 

a) Die personliehen Beziehungen zwischen den Mathematikem der 
verscbiedenen Lander zu fijrdern; 

b) in den Vortragen der HauptTersammlungen und der Sektiotis- 
sitzungen einen Uberbliek fiber den gegenwartigen Stand der 
verschiedenen Gebiete mathematiacher Wissenschaften und ihrer 
Anwendungen, aowie die Behandlung einzelner Probleme von be- 
sonderer Bedeutung zu bieten; 

c) liber die Aufgaben tuid die Organisation kiinftiger internationaler 
matbematiseber Kongresse zu beraton und zu beschliefsen; 

d) die Losuug yod Fragen der Bibliograpbie, Tenninologie etc., die 
einer intemationalen Verstandigung bediirfen, vorzubereiten. 

Art. 2. Stimmbereehtigtes Mitglied des Kongresses ist Jeder Teil- 
nebmer, der die Festkarte gelost hat. 

Art. 3. Der Eongrefs wird von einem Vorstande geleitet, der in 
der ersfcen Hauptversammlung zu wahlen ist. Er wird zusanunen- 



a) einem Prasidenten; 

b) zwei Generalsekretaren (der deutschen und franzosisehen Sprache 
angeborig), zugleicb Tlbersetzern; 

c) vier Sekretaren, die zugleicb als Stimmenzabler amten; 

d) aebt Mitgliedem. 

Die Sektionen besfcellen ibre Bureaux selbstandig. 

Art. 4. Die offiziellen Pubbkationen des Kongresses erfolgfn in 
deutscher und franzosiseber Spracbe. In den Hauptversammlungen und 
Sektionssitzungen sind auch Voten und Yorfcrage in italienischer und 
Gugliaeber Spraebe zutassig. 

Art. 5. In der Hauptversammlung am 9. August werden nur die- 
jenigen Trakfcanden bebandelt, welebe das veroffentlicbte Programm 
enthiilt. AllfaUige neue Verbandlungsgegensfcande f(ir die Versainmlung 
vom 11. August sind moglichst zeitig schi'iftHcb einzureieben. Dem 
Vorstande steht das Recbt zu, liber die Zulassung derselben zur Dis- 
kussion und Beschlufsfassung dem Kongresse Antrag zu stellen. 
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Art. 6. Mit Ausnahrae der bestellten Itefereiiten sind keinem 
Kedner fiber die geachaftlichen Teile der Traktandeii mehr als lOMinuten 
gestattet. 

Antrage aind dem Prasidenten sehriftlicli einzureicken. 

Bei den Wahlen, AbstimmuDgeii vmd Verbandlungen sind die ge- 
brauchlicken parlamentariscben Vorschriften innezuhalten. Im Zweifels- 
falle iat das Eeglemenb des schweizeriachen Nationalrates mafsgebend. 

Art. 7. Die Verbandlungen des Kongresses werden in einer 
deutscben und einer franzosiseben Ausgabe erscbeinen. (Art. 4.) 

Die Leitung der Publikation wird einem Komite ubertragen, be- 
stebend aus dem Prasidenten und den beiden Generalsekretai-en des 
Kongresses. 

Die Yom Komite zur Veroffentlichuug bestimmten Vortrage 
werden in derjenigen Spraebe gedruckt, in weleber sie gehalten 
w or den sind. 



Riglement 

du 

Congres iaternatioaal des math^maticiens 

siegeant a Zurich du 9 au 11 aotit 1897. 
(Traduit de rallemand.) 

Art. 1. Le congres a pour but: 

a) De provoquer des relations personnelles entre les matheniatieiens 
des differents pays. 

b) De donner, dans des rapports ou des conferences, un aper^u de 
I'etat actuel des diverses branches des matbematiques et d'offrir 
I'oceasion de traiter certaines questions d'importance reconnue. 

c) De deliberer sur les problemes et I'organiaation des congres futurs. 

d) De traiter les questions de bibliographic, de terminologic etc. au 
sujet desqueUes une entente intemationale parait necessaire. 

Art. 2. La carte de fete eonffere au portenr la quallte de membre 
du congres (electeur et ebgible). 

Art. 3. Les deliberations du congres sont dirigees par un comite 
nomme dans la premiere seance pleniere. Ce comite se compose: 

a) D'un president. 

b) De deux secretaires generaux (un de langue allemande et un de 
langue fran^aise) ayant aussi les fonetions de traducteurs. 



y Google 



16 I. Teil: Vorgeschichta und Verlauf des Kongresses. 

c) De quatre secretaires qui sont en meme temps scrutateurs. 

d) De huit membres. 

Les sections constituent elles-mfimes leurs bureaux. 

Art. 4. Les publications offieielles du congres paraissent en langue 
allemande et en langue fran^aise. Dans les votes, communications ou 
conferences des assemblees plenieres ou de sections on peut se servir, 
a volonte, de Tune des quatre langues allemande, anglaise, fran^aise ou 
italienno. 

Art. 5. Dans I'assemblee generale du 9 aoUt on ne ti'aitera que 
des matieres prevues a I'ordre du jour. De nouyeUes commnnications 
relatives a la seance du 11 aoUt doiyent etre annoncees, par eerit, le 
plus tot possible. Le comite se reserve, au sujet de ces communica- 
tions, le droit de presenter au congres telle proposition qu'il jngora 



Art. 6. A I'exception des rapporteurs designes par le comite les 
orateurs ne pourront garder la parole pendant plus de 10 minutes sur 
les sujeta d'ordre adminiatratif a I'ordre du jour. Les motions doivent 
Stre remises par ecrit an president. 

On observera la procedure parlenientaire usnelle lors des elections, 
des votes et des discussions. En cas de contestation c'est lo reglement 
du conaeil national Suisse qui fera loi. 

Art. 7. Les deliberations du congres seront publiees en allemand 
et en fran^ais (voir ai-t. 4). 

Le comite charge de la publication se compose du president et 
des deux secretaires generaux. Les conferences publiees pai- le comite 
paraissent dans la langue de I'auteur. 

Wie das Reglement, so wuiden auch, von emei klemen Anderuug 
abgesehcn, die Resolntionen von dem mtemationalen Komite ge- 
nehmigt. Von einer Mitteilung dieser Resolutionen kaun abei hier Urn- 
gang genommen werden, da sie unter den Tiaktanden des Kongresses 
selbst wiederkehren werden. 

Auch daa von dem 0rgani5ationskomite entwoifene Programm 
wurde in jener Sitzung verlesen und gutgchcif^en Da--seli>e hatte fol- 
genden Inhalt: 
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Programm 



vom 9. bis zum 11. August 1897 in Ziirioh tagenden 

internationalen Mathematiker-Kongresses. 



Das Bureau des Empfangskomites im Bahnhofe ist wahrend des 
ganzen Soniitags geoffiiet Bezug der Festkarte, der Abzeiehen, des 
Programras etc. Informationen jeder Art. Es ist audi Sonntag abends 
in der TonhaUe, sowie Monfcag vormittaga im Auditorium 10° des 
Polytechnikums (erster Stock) Gelegeiiheit geboten, die Festkarten zu 
beziehen. 

Das genannte Auditorium ist fur die ganze Dauer des 
Kongresses ais Post- und Korrespondenzzimmer eiagericlitet. 
Abends 8 Uhr: Empfang und Begriifsung der Gaste in den tjbungs- 
saleu der Tonhalle (Eingang von der Kilckseite). Kollation. 



, den, 9. August. 
J jmnkt 9 UJir: 

Erste Hanptversammlung 
in der Aula des eidg. Polytechnikums. 

1. Eroffnung des Kongresses. 

2. Wahl des Bureaus. 

3. Voi-trag TOn HeiTn H. Poineare: „Sur les rapports de Tanalyse 
pure et de la physique mathematique". 

4. E«ferat Ton Herm F. Kudio (im Namen des vorbereitenden Komites): 
„Uber die Aufgaben und die Oi^anisation der internationalen mathe- 
inatischen Kongresse". 

5. Vortrag von Herrn A. Hurwitz: ,^ntwickelung der allgemeinen 
Theorie der analytiseben Funktionen in neuerer Zeit". 

Nachmittags 1 Uhr: Bankett in der Tonhaile. 
Nadtmittags 4 UJtr: DampfsehifFahrt auf dem See. 
Abends 9 Uhr: Venetianische Nacht (bei der Ktickkebr von der See- 
fahrt). 
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Biemtag, den 10. August. 

Sektionssitzungen. 

I. Sektion: Arithmetik und Algebra. 

Einftihrender: Prof. MinlzowsM. 

11. Sektion: Analysis und Funktionentheorie. 

Einfiihrender: Prof. Hwnoitg. 

III. Sektion: Geometrie. 

Einfiihrender: Prof. Laamihe. 

IV. Sektion: Mechanik und mathematische Physik. 

Einfiihrender: Prof. Herzog. 

V. Sektion: Gfesehiehte und Bibliographic. 

Einfuhrender : Prof. Budio. 

Die Herren Voi-tragendeu werden dringend gebeten, nicht langer 
als 30 Minuten zu sprechen. 

Es wird am Montag beim Bankett eine Liste aufgelegt werden, in 
welche sich diejenigen Herren einzeiehnen wollen, welehe am Dienst^ 
in der Tonhalle zu Mitta^ zu speisen wunschen. Preis 3 Fr. ohne 
Wein. 

Mittwoeh, den XJ. Aw/ust. 
Morgens piinkt 9 TJhr: 

Zwelte Hauptversammlimg 
in der Aula des eidg. Polytechnikuras. 

1. Vortra^ von Herm G. Peano: „Logica matematica". 

2. Beratung und Beachllisse fiber die Aufgaben und die Organisation 
der inter nationalen mathematisclien Kongresse. 

3. BestLmmung von Zeit und Ort des nachsten intemationalen Kon- 
gresses. 

4. Vortrag Ton Herm F. Klein: „Zur Frage des hoheren mathe- 
matiseben TJnterrichtes". 

Nackmittags 1^^ und 1*" Uhr: Abfahrt mit Extrazugen nach dent 
trtliberg. 

T^S 2^j-i Uhr: Sehlufsbanketfc. 

Riiekfahrt mit den gewohnliclien Ziigen. 
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Der Preis der Pestkarte ist 25 Fr. Dieselbe berechtigt den In- 
haber, an den Verhandlungen des Kongresses als Mitglied teilzuneiimen. 
Sie berechtigt ferner ziir Teilnahme an der Kollation vom Sountag, 
am Bankett (ink! Wein), an der Dampfsehiffalirt und der venetianischen 
Nacht vom Montag, an der Fahrt nach dem "O'tliberg und dem Scblufs- 
bankefct (inkl. Wein) vom Mittwoch und endlich zum Bezi^ von Damen- 
karten zum Preise von 15 Fr. 

In bezug anf die Toilette findet bei den Versammlungen und 
Banketten keinerlei Zwang statt. 



Programme 

du 

Congres iuternational des mathematiciens 

siegeant a Zurich du 9 au 11 aoflt 1897, 

Dimanche, 8 aout. 
Le bureau du comite de reception, a la gare, sera ouvert toute la 
joum^e. Distribution de la carte de fete, du programme, des insignes etc. 
RenaeignementB divers. On pourra aussi se procurer la earte de f^te 
dimanehe soir a la Tonhalle et lundi matin au Polytechnieum dans la 
salle 10° (l""" etage) transformee pour la duree du congrfes en 
bureau de poste. 

S h. du soir: Reception des invites a la Tonhalle (Ubungssalej Porte 
de derriere). Collation. 

Luitdi, 9 a(mt. 
h. precises du matin: 

Premiere assemble g:^ii^rale 
dans I'Aula du Poly techni cum federal. 
1* OuTerture du eongres. 
2* Election du bureau. 
S° Conference de M. H. Poincare: „Sur les rapports de I'analyse pure 

et de la physique mathematique", 
4" Rapport de M. F. Rudio (au nom du comite preparatoire) : „Sur le but 

et I'organisation des congres inter nationaux dea mathematiciens". 
5" Conference de M. A. Hurwitz: „Entwickelimg der allgemeinen 
Theorie der analytischen Funktionen in neuerer Zeit". 
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20 I- Tail: Vorgesehiohte unci Verlauf des Kongresses, 

1 h.: Banquet a la Tonhalle, 

4 h,: Promenade en bateau a vapeur. 

!) ]>.: Fete v^nitieone (au retour de la promenade). 

Mardi, 10 aout. 

Seances de sections. 

r* Section: Arithmetiquc et algebre. 

Introducteur: M. MinhowsM. 

II™" Section: Analyse et tlieorie des fonetiong. 

Introducteur: M. HwwUg. 

Ill"* Section: Geometrie, 

Introducteur: M. Lacombe. 

W" Section: Mecanique et physique mathematique. 

Introducteur: M, Herzocj, 

V™ Section: Hiatoire et bibliographie. 

Introducteur: M. Budio. 

Chaque conferencier est instamment prie de ne pas garder la 
parole pendant plus d'une demi-heure. 

Messieurs lea participants au eongrea qui desirent prendre part au 
diner du mardi {a la Tonhalle^ prix 3 fr. vin nou-compria) aont pries 
de s'iuscrire sur une liste qui sera miae en circulation dans la joumee 
du Inndi. 

Mercredi, 11 aout. 
9 h. precises du matin: 

Seconde assemble g^n^rale 
dans I'Aula du Polyteehnicum federal. 
1" Conference de M. G. Peano: „Logica matematica". 
2" Discussion et resolutions relatives aux congrfes iuternationaus des 

mathemati eiens. 
3" Clioix de la date et du siege du futur eongres. 
4" Conference de M. F. Kleju: „Zur Frage des hoheren mathemati scli(in 

Unterriehtes". 
j^ss ^ j4ft ^ Depart pour I'tTtliberg eu trains speeiaus. 
3'/^ h Banquet final. Le retour aura lieu par les trains ordinaires. 
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A \ rgesch htP les Kongre&se ?1 

Le prix de la caite Ip fete est de 25 fi EUe confere au poiteur 
la qualite de membie du congies lui donne le dioit dassistei a krntes 
, conferences discussions pt It liberations enummees dins le 
3 ainsi qu'iux lejouissiui^s suiyantei Collati n d la T nhille 
dimanehe 8 aoilt; Banqiet a la Tonlialle vm compiis) 9 aoUt Pro 
menade en bateau a vapeiir, 9 aout; Soiree venitienne, 9 aout; Course 
k rUtliberg, 11 aont; Banquet a I'tltliberg (viii compris), 11 aoftt. 

En oatre elle I'antorise a se procurer, au prix de 15 fr. la carte, 
une on plusieurs cartes de fete pour dames. 

II n'j a pas de tenue offlcieUc. 

Der Beginn der einzelnen Sektionssitzuugeii und die Themata der 
fiir dieselben angekiindigten Vortrage waren in dem Programme iiatiir- 
lich ebenfalls mitgeteilt. Da diese Datcn aber im Verlaufe des Kon- 
gresses noch mancherlei Andening erfuhren, so kann auf ilire Wieder- 
gabe an dieser Stelle verzichtet werden. Sie werden ihren Plata bei 
den eigeutlichen Kongrefsverhandlungen finden. 

Endlich beschlofs das intemationale Komite, Mittwoch, den 11 August, 
Tor den Abstimmungen der zweiten Hauptversammlung noch cinmal 
zu einer Sitaung zusajiimen zu treten. 
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B. Verlauf des 

Sonntag, den 8. August. 

Dem Programme entspreehend war wahrend des ganzen Sonntags 
das Empfangskomite, unter Fuhi'ung von Prof. Hurwitz, am Bahnliofe 
damit beschaftigt, die ankommenden Mathematiker, von deneii erfreu- 
lieherweise viele auch von ihren Damen begleitet waren, ku empfangen, 
aie rait Festkarten zu versehen und deo Ankommlingen auf Wunsch 
aueh Wolinungen anzuweisen. Die meisten hatten aller dings ihre 
Wohnungen im voraus bestellt. 

Aufser der mit den entspreciienden seclis Koupons veraehenen Fest- 
karte — sie dient zugleieh dem vorliegenden Bande als Titelbild — 
erhielt jeder Teilnehmer ein in den Sehweizerfarben gehaltenes Fesfc- 
abaeiehen, sowie je ein Exemplar des Programmes, dea Reglementes, 
der Besolutionen und des von der offiziellen Verkehrskommission her- 
ansgegebenen illustrierten Fiihrera durch Zurich — alle diese Druck- 
saehen je naeh Wnnseh in deutscher oder franzosiselier Sprache. 

Abends 8 Vhi fand in den vereinigten Ubnngssalen der Tonballe 
der offizielle Empfang und die Begriifsung der Gaste statt. Gleich 
dieaer erste Abend zeigte, daTs die Anregung, die Matbematiker zu 
einem internationalen Stelldichein zu vereinigen, auf einen giinstigen 
Boden gefallen war und dafs die Froquenz des Kongresses jedenfalls 
nicbt hinter den gebegten Erwartungen zuruekbleiben wiirde. Bei einer 
einfacben Kollatioa entwickelte sich bald jene berzliebe kollegiale Ge- 
selligkeit, die den grofsen wissenaebaftliolien Wanderversammlungeu ein 
so interessantes und so sympathisehes Geprage verleiht. 

TJm 9 tJhr ergriff Prof. Hurwitz, als President des Empfangs- 
komites, das Wort und richtete an die Versammlung die folgende Be- 
griifaungsrede: 

Hochverehrte auswartige Kolleginnen und KoUegen! 
Gestatten Sie, dafa ich Ihnen im Namen der Zflrcher Mathematiker 
mit einigen wenigen Worten einen herzliehen Willkommensgrufs ent- 
biete. Viele Ton Iltnen sind aus weiter Feme hierhergeeilt, folgend 
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dem Rufe, den wir hinauegesciiiekfc haben in alle Lander, in denen 
mathematisehe Herzen sehlagen. Hoeherfreut sind wir fiber den 
kraftigen Widerball, den unser Raf gefimden: nabe an 200 Faeb- 
genossen Bind unserer Einladung gefolgt und baben sicb hier ver- 
einigt zu gemeinsamer ernster Arbeit und zu frohem gemutlichem Bei- 
sammensein. 

Es ist ja ricbtig, dafs die grofsen Gedanken unserer Wissenscbaft 
zumeist in der atillen Gelebrtenstnbe entstanden und auagereift sind; 
keine Wiasenscbaft, die Pbilosopbie etwa ausgenommen, besitzt einen 
80 grubleriscben und einsiedlerischen Charakter wie die Mathematik. 
Aber dennoeb lebt aueh in der Brust des Matbematikers das Bediirfnis 
naeb Mitteilung, nach Aussprache mit Faebgenossen. Und welch an- 
regende Kraft dem personlichen wissensebaftlicben Verkehre innewohnt, 
das hat gewifs jeder von uns sebon an sich aelbst erfabren. 

Moge sich diese am-egende Kraft personlichen Verkebrs aueb in 
diesen Tagen bewabi-en, wo una in so mannigfaltiger und reieher Weise 
Gelegenheit zu wissenschaftlieber Auespraebe geboten ist. 

Moge uns daneben eine heitere, ungezwungene Geselligkeit er- 
freuen, verschont durch das Bewufstsein, dafs sich bier Vertreter der 
versebiedensten Nationen in Friede und Freundsebaft durcb die idealsten 
Interessen verbunden fuhlen. 

Nocbmals, verebrte Faebgenossen, rufe icb Ihnen zu: 
herzlich willkommen in Ziirich! 



Bei anregenden Gesprachen und frobem Becherkiang bliebeu die 
Festteilnehmer nocb lange yereinigt. Es war Mitternaebt, als die letzten 
die Tonballe verlicfsen. 
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Moniag, den 9. August. 
Erste Hauptversammlung, 

Punkt !) Uhr war die Aula des eidgenossiscJieii Polytechnikums 
von den Mathematikem wnct ihren Damen bis auf den letzten Plata 
gefuUt. 

Prof. Geiser, als President des Organ is atioiiskomites, eroffncte den 
Kongrefs mit folgender Rede; 



riochgeelirte Anwosende! 



Im Namen der aus Fachgeiiossen der verschiedensten Lander ge- 
bildeten Vereinigung, welehe die Einladung zu einem ersten infcer- 
nationalen Matliematiker-Kongresse erlassen hat, heifse ieh Sie alle auf 
das herzlichste willkommen. Mit besonderer I'reude begriifse ieh Sie 
im Namen der ziircherisclien KoUegen, denen ILr zaUrciches Erseheinen 
eine Gewahr dafur bietet, dafa Sie die Aiifforderung, sieh in nnserer 
Stadt zn versamme]n, freimdlicli und zustimmend aufgenommen haben. 
Wohl hcgten wir, als die erste Anregung bei uns gemacht wurde, den 
Kongrefs zu uberaehmen, mannigfache und gewiehtige Bedeuken. Wir 
sagten uns aber, dafs die Lage Ziiriclis im Kreuzungspuntte der gi'ofaen 
Linien Yon Paris nach Wien und von Berlin naeh Bom das Gelingen 
des Untemeimens wesentlicb begiinstigen werde. Zudem legten wir 
die Festtage in eine Zeit, in welcher die Schweiz ohnedies ein Haupt- 
sammelplatz derjenigen iet, wclche Ruhe und Erholung nach getbaner, 
Mut und Kraft zu neuer Arbeit suehen. So wird auch fiir Sie die 
Gelegenheit verlockend aein, nach den Anstrengungeu gemeinschaftlieher 
Arbeit noch einige Tage oder Wochen in der belebenden Nahe unserer 
stiirzenden Baehe und rauschenden Tannen, im stillen Anblieke unserer 
blauen Seen ond griinen Alpen oder mitten unter den wilden Felsen 
und kalten Gletschem unscra- Hoehgebirgswelt zu verweilen. 
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B. Verlauf des Kongressiss. 25 

Den ein£aehen Sitten des Landea und den immerhin noch kleinen 
Verhaltnissen der Stadt entspreehend konnen wir Ihneo an aufserem 
Schmuck und Glanz unserer Zusammentiinfte nnr wenig bieten, sodafs 
wir von diesem Gesichtspunkte aus kaum hafcten wagen diirfen, den 
Reigen der intemationalen Mathematiker-Kongresae zu eroffnen. WoUen 
Sie es uns deshalb nieht als Unbescheidenheit auslegea, wenn wir zum 
Ersatze dafiir in der kiiastlerischen Ausstatfcung der Festkarte an den 
Anteil erinnern, den die Schweiz in den letzten Jahrhunderten an der 
Entwiekelung der exakten Wisaenaehaffcen geuommen hat. Indem wir 
Ilmen unsere grofsen Matbematiker vor Augen fiihren, stellen wir 
gleiehsam unsere Veraammlung unter den Sohutz dieser maohtigen 
Geiater. 

Sie sehen die drei grfiraten aus der wnnderbaren Pamilie der 
Bernoulli. In der Mitte Jakob, auf deasen verschlosaenen und 
energiachen Gesiciitszugen noch eiu ferner, verapateter Abglanz der 
eisenstarrenden und pulvergeschwarztea Zeit des dreifsigjilhrigen Kriegea 
zu liegen acheint. Reehts von ikm Johannes, der in dem atolzen 
Selbstbewulataein einea Roi aoleil der Wiasenachaft sieh von dem Bruder 
und dem Sohne abwendet. Linka Daniel, deaaon aanfbe und eympa- 
thisehe Gesichtszuge alles bestatigen, waa una die Zeitgenossen von 
seiner Beseheideuheit und Liebenswiirdigkeit iiberhefeni. Von Jakob 
und Johannea iat geaagt worden, dafa sie zur Entwiekelung der Diffe- 
rential- und Integralrechnung mehr beigetragen haben ala deren Ur- 
heber. Die Geschiehte der kinetisehen Gaatheorie, der meehanischen 
Warmetheorie, dea Prinzipa von der Erhaltung der Energie nennt 
Daniel unter den grofsten mathematischen Physikem aller Zeiten. 

Es folgt Leonhard Euler, der urn die Mitte des vorigen Jahr- 
hunderfca auf dem Gebiete unserer Wieaenschaften eine gleiehe universale 
Stellung einnahm, wie Voltaire auf dem Gebiete der Litteratur. Seine 
Bedeutung kann nieht besaer illustriert werden, ala durch die That- 
sache, dal'a im Jahre 1755 die Pariaer Akademie der Wisseuschaften 
ihn ganz aufaerordentiieherweise zu einem ihrer auswartigen Mitglieder 
erwahlte, in einem Zeitpunkte, in welchem die dureh das Statut vor- 
gesehenen acht Platze alle besetzt waren. ,^'extreme rarete de ces 
sortea d'arrangements", ao aehrieb ihm damala der Minister d'Argenson, 
„est une distinetion trop marquee pour ne paa Vous en faire I'obser- 
vation." Vergegenwartigen wir uns, dafs, ala im Jahre 1699 zum ersten 
Male die acht Associes etrangers zu bezeichnen waren, neben Newton 
und Leibniz auch die beiden Bruder Bernoulli gewahlt wurden, und 
fugen wir hinzu, dafa spater Euler mit Daniel Bernoulli und Albrecht 
von Haller gleichzeitig zu dieaen auawartigen Akademikem zahlte, so 
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26 !■ Tci!: Vorgesciiiclite und Veiiauf lies Kongreases. 

dfirfeii ■wir es als eiiie troatliche Ffigung des Geachickes ansehen, dafs 
in den Zeiten unaufhaltaam fortaehreitenden politischen Verfalls der 
alten Eidgenossensehaft die wissenschaftUebe Bedeutung des Sehweizer- 
laudes auf einer unvergleiehlichen Hohe stand — auf einer Hiilie, die 
seither freilicli auch nieht von ferae wieder erstiegen worden ist. 

Unser Jalirhuiidert ist dureh Jakob Steiner vertreten, den Herr- 
scher im fteiehe der syntbetischen Geometrie. I eh erblieke in der 
heutigen Versammlnng IiTanner, die noch zu den Farsen des Meistera 
salsen und es gehort auch zu meinen bedeutendsten personlichen Er- 
innerungen, in den Zauberkreis des unvergefslichen Mannes getreten zu 
sein. Aber sehon ist seine Gestalt von einem sagenhaften Sehimmer 
umflossen, wie wenn er durch Jahrhunderte von uns getrennt ware. 
Er lebt in unserem Gedaehtnis als der kuhne Hirtenknabe, der erfolg- 
reieb mit den Grofsten der Wiasensebaft in die Schranken tritt, und 
so erscheint er uns als ein wiirdiger Sprors des Volkes, von dem es 
in Tasso's Gerusalemme liberata heifat: 

E con la man che guid6 rozzi armenfci 

Par che i regi sfidar nulla paventi. 



Eiue der edelsten Schopfungen Gottfried Semper's, der Mittelbau 
des eidgenossischen Polyteebnikums, bildet den architektonischen Ab- 
schlufs unserer Portratreibe. Wir wollen Ihnen damit nicht nur eine 
Erinnerung an die Statte bieten, in welcher Ibre wissenacbaftJichen 
und gesehaftlichen Verbandlungen stattfinden werden. Wir moebten 
Kugleicb Ibre Aufmerksamkeit auf die Bedeutung lenken, welcbe beute 
den techniachen Hochschulen fiir die Mathematik und ihre Anwendungen 
zukommt. In einer Darstellung des Entwickelungsganges der Mathe- 
matik auf den deutschen Universitaten, die fur die Weltausstellung in 
Cbie^o geacbrieben worden ist, wird der Einflufs gescbildert, den die 
GrQndung der Pariser poly tech nischen Schule auf Forschung und Lehr- 
thatigkeit auageiibt bat. Es wird weiter darauf bingewieaen, wie seit 
der Mitte unaeres Jabrbunderta auch an teebnische Unterriebtsanstalten 
deutacher Zunge wissensehaftbch hervorragende Matbematiker berufen 
wurden. Kundgebungen dieser Art liefsen hoffen, dafs alte unbegriindete 
Vorurteile naeb und nach im Schwinden begriffen seien und dafs die 
voile Gleiebbereehtigung aller Hoebachulen immer niehr anerkannt 
werde. Neuere Bewegungen zeigen aber, dafs in mancben Kreisen die 
Aufgaben des hoheren technischen Unterrichts nocb nieht ala voUig 
abgeklart und normiert eracheinen. Auf der einen Seite ertonen laute 
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B. Verlauf des Kongresses, 27 

Stimmen aus der Praxis: den mafchemafciseheii Fachem werde eine zu 
grofse Bedeutui^ oingeraumt; von der anderen Seite wird nieht minder 
entaehieden verlangb, dafs die letzbe und hoehste Anabildung der Tech- 
niker den TJnivereitaten vorzubehalten sei. 

Wir erkennen es mit voller Dankbarkeifc an, dafs der Kongrefa einen 
Teil seiner Arbeit diesen wiebtigcn Fragen zuwenden will. Ein aiis- 
gezeichneter Tecliniker wird fiber den Gegenstand das Wort ergreifen, 
und obne Zweifel werden wir den berufensten Theoretiker ebenfalls 
iiber dieae Dinge aieh auasprecben horen. Wie aber auch die SchluTs- 
folgerungen in Vorfcragen und Diaknssionen sieli gestalten mogen; txl- 
stimmend, einschrankend oder ablebnend — sie werden den natur- 
gemafaen Weg, welcben die teehnischen Hochsehnlen zu gehen baben, 
nieht wesentlicb beeinflusaen. Fib- Studierende und Lehrer, fiir den 
ausubendeu Tecbiiiker und den Foraeher auf dem Gebiete der reinen 
Wissenscbafb gicbt es nur eine Walil: einen dauemden Erfolg erreicht 
nur, wer unermadet, mit ganzer Seele nacb dem bocbsten Ziele strebt, 

Hochgeehrte Versammlung! 

Sie werden nieht erwarten, dafs ich in meinem Eroffiiangsworte 
mich iiber die Aufgaben und iiber den Nutzen mathematischer Xon- 
gresae weitlaufiger ausspreche: das wird heute noch von anderer Seite 
geschehen. Erlauben Sie mir nur eine kurze Sehlufsbemerkung. 

Gewifs wird niemand unter uns glauben, dafs kiinftighin die 
Losung der grofsen Frobleme der Wissenachaft sick als Reaultat der- 
artiger Versammlungen ergeben werde. Die boebaten Leistungen in 
alien geistigen Gebieten, auch wenn sie als ganz objektive Wabrheiten 
erscheinen, tragen ein durchaus personliebes Geprage, das durcii fremden 
EingrifE nur verwiaebt und geschadigt wird. Wer denkt niebt bei den 
in stiller Einsamkeit entstandenen Schopfungen Riemann's an die 
Sehatze der Sage, die von unachuldigen Handen sehweigend gehoben 
werden miissen? Und apiegelt sicb nieht in den fundamentalen Ar- 
beiten von Weierstrafa die grofsartige Einfaebheit, Selbatandigkeit 
und Geachloasenheit des Mannes wieder? 

Aber ausgedehnte und reiche Gebiete bleiben noch der gemein- 
sehaftlicben Thatigkeit zuganglich, Arbeitsfelder, die nur durch gleich- 
zeitige Anapannung zablreicber Krafte zweckmafsig und erfolgreicb 
bebaut werden konnen. Und die Wirtung solcher Vereinigungen bleibfc 
niebt auf den engen Kreis der unmittelbaren Teilnehmer beschrankt. 
Der edle Wetteifer in der selbstlosen Hingabe an einen idealen Zweck 
ermutigt auch andere zu gleicher Anstrengung. 
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28 I- 'X'eil: Vorgescliichte und Verlauf des 

Vor allem in unserem Lande sind die Trager des geistigen Lebeus 
fur jede Anregung empfanglich und dankbar. Jeder Tag mahut una 
daran, wie ramnlieh enge gezogen unsere Grenzen sind. Wenn am 
Moi^en die Sonne in die Tiefen der nach Osten gerichteten Thaler 
Graubiindens niederateigt, erleuchtet aie anch aehon die Scbluchten des 
Jura, durch welehe sich drangend die Rhone im Westen den genferischen 
Boden verlafst. Und wenn der leizte Sehimmer des Tages von den 
Gipfeln der Berninagruppe schwindet, so erbleiehen aueh die Schnee- 
kuppen der Bergriesen, welehe das Hocbthal yon Zermatt umachliefsen. 
Indem wir mit aehtnngsYoller Teihiahme uas in Ihre Arbeiten ver- 
tiefen und in deren Ergebnisse einzudringen suehen, befreien wir uns 
von raumliehen und zeitliehen Sehranten. Wir erwerben uns ein 
geistiges Biirgerreeht in einem Reiehe von unendlicher Ausdehnung: 
es ist das Keieb der Wissenschaft, von welchem in einem hoheren und 
edleren Sinne als von demjenigen Karls des Funften gesagt werden bann, 
daXs in ihm die Sonne niemals untergehe. 



Prof. Geiser verlas darauf die folgenden Schreiben, welehe von 
den eidgenossisehen, kantonalen und stadtisehen Behorden an den Kon- 
grei's gerichtet waren: 

Bern, den 7. August 1897. 

Die schweizerischo Bundeskanzici 
an 
das Organisationskomite des intemationalen Mathematiker-Kongreases 
(Prasident: Herr Dr. Geiser, Professor am eidgenoss. Polytecbnikum) 
in Zurich. 

Hochgeehrte Herren, 

Wir sind beauffcragt, Ihnen unter bester Verdankung der an den 
hohen Bundesrat gerichteten Einladung mitzuteilen, dafs die Behorde, 
infolge der Abwesenbeit von dreien ihrer Mitglieder in Urlaub sehr 
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B. Verlauf des Kongreases, 2 

zusammengesehmolzen, zu ihrem Bedauern nicht in der Lage sei, sie 
bei Ihi-eii Verhandlungen vertreten zu lassen. 

Mit voUkommener Hochachtung 

Iffl Namen der sehweiz. Bundeskauzlei , 

Der Kaiizler der Eidgenossenscliaft: 

Ringier. 



Zttrich, den 7. August 1897. 
HeiTu Professor Dr. Ueiser in Zurich. 
Hoehgeachteter Herr, 

Ihrer freuadlichen Einladung entspreehend hab der Regierungsrat 
die Herren Regierungarate Bleuler und Ernst ala seine Vertreter an 
den internationalen Mathematiker-Kongrefs abgeordnet. 

Indem wir Ihnen hievon auftraggemafs Kemitnis geben, versichern 
wir Sie unserer vollkommenen Hochaclitniig. 

Die Staatskanzlei: 
Stiisai. 

Der 

Stadtrat Ziirich 
an das 
Organ isatioKskomite des internationalen Mathematiker-Kongresses 

Ziirich. 

Auf Ilire Zuschrif't voni 30. Juli 1897, worin Sie den Stadtrat 
einladen, sieh durch eine Abordnung auf dem internationalen Mathe- 
matiker-Kongrefs, weleher vom 9. bis 11. August in Ziirich stafctfindet, 
vertreten zu lassen, teilen wir Ihnen mit, dafs der Stadtrat die Ilerrcn 
Stadtrate Gtroh und Hasler als seine Abgcordneten bezeiehnet hat. 

Zarioh, den 4. August 1897. 

Im Namen des Stadtrates 

der Stadtprasident: 

H. Pestalozzi. 

Der Substitut des Stadtschreibers: 

Dr. Th. TJsteri. 
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30 i- Teil; Vorgcschichte ucd Vcrlauf des Kongresses, 

Nach diesen Mitteilmigen legte Prof. Geiser das Beglement vor, 
wie es aus der Sonntagssitzung des intemationalen Komitea hervor- 
gegangen war, und raachte auf die Abweichungeii desselben von dem 
in den Handen der Teilnehmer befindliehen gedruckten Entwurfe auf- 
merksam. Das ileglement wurde stillscbweigend genehmigt und so 
konnte die Veraaminlung gofort zur Wabl des yon Art. 3 vorgesehenen 
Voratandes schreiten. 

Mit Aeclamation wurde zum PrasiAenteii des Kongresses 
Prof. Geiser gewahlt. 

Sodann wurden, gleichfalls mib Aeclamation, gewahlt: 
Als Generalsekretare: Die Herren J. Pranel und F. Radio; 
„ Sekretare: Die Herren E. Eorel, J. P. Pierpont, V.VoIterra 

und E. V. Weber; 
„ Mitglieder: Die Herren N. Bougaiev, Fr. Briosclii, P. Klein, 
J. S, Mackay, G. Mittag-Leffler, F. Mortens, 
E. Picard, H. Poinear^ und H. Weber. 
Da Herr Poineare dureh einen Trauerfall verhindert war, am Kon- 
gresse personlieh teilzunehmen, so wurden statt der vom Reglemente 
Yorgesekenen acbt Mitglieder deren nenu gewahlt. 

Dem Programme gemafs Mtte der Vortrag des Herrn H. Poin- 
eare: „Stir lea rapports de I'analyse pure et de la physique mathe- 
matique" folgen sollen. Leider war, wie schon bemerkt, Herr Poineare 
verhindert worden, personlieh zu erseheinen. Er hafcte aber das Manu- 
skript seines Vortrages eingesandt, und dieses wurde nun von Prof, 
Franel vorgelesen. 

Die Versammlung bescblofs hierauf, Herni Poineare telegraphiseh 
ihren Dank auszusprechen. 

Der Vorsitzende erteilte jetzt Prof. Rudio das Wort zu dem 
iden fieferate: 
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Uber die Aufgaben vmd die 
Organisation internationaler mathematisclier Kongresse. 

Von 
Ferdinand Rudio. 

Hochgeehrte Versammlung! 

Im Namen des vorbereitenden Komites habe ioh die Ehre, einige 
Worte liter die Aalgateu und die Organisation der intemationalen 
Matliematiker-Kongresse an Sie za riehten. Sie werden natiirlicii nicb.t 
erwarten, daTs wir schon jetzt mit eineiii bis ins einzelne ausgearbei- 
ieten Programme vor Sie hintreten. Haiidelt es sieh docli heute nur 
darum, den Grnnd zu legen zu einem Werke, dessen Friichte erst die 
Znkunft zeitigen kann. Dieser Zukunft aber dflrfen wir Tei-trauensvoll 
entgegenblieken. Dazu bereehfcigt uns das grofse Interesse, welches 
der EinberufiiDg eines intemationalen Mathematiker-Kongresses von den 
Fachgenossen aller Lander entgegengebraoht wurde, daau bereehtigt 
uns insbesondere die stafctliche Versammlung, die sicii heute in der 
Aula des eidgenossischen Polytechnikums zu gemeinsamer Arbeit zu- 
sammengefunden hat. 

Wollen Sie mir erlauben, hochgeehrte Anwesende, dafs ich Ihre 
Aufmerksamkeit zunUchst auf einige organisatorische Fragen lenke. 
In Ihren Handen befinden sich ein von dem Komite ausgearbeitetes 
„Reglement", sowie „Resolutionen", welehe Ihrer BeschluTsfassung uuter- 
breitet werden solien. Die in dem Reglemente beflndlichen Artikel 
organisatoriseher Natur betreffen wesentlich die Geschaftsordnung des 
diesjahrigen Kongresaes und brauchen an dieser Stelle nicht beriihi-t 
zu werden, Ich wende mich dahcr gleich zu den Resolutionen, die 
ich Ihnen einzeln Torlegen wOl. 
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Resolutionen des interaationalen Mathematiker-Kongresses 
in Zurich, 1897. 

I. Internationale mathematische Kongresae soUen kiinftigliin in 
Zwischenraumen von 3 — 5 Jahren und unter gebiihrender Beriiek- 
sichtigung der verscliiedenen Lander veranstaltet werden. 

II. In der Schlufaversammlung jedea Kongresses werdeu Zeit und 
Ort des naclisien Kongreases und die Organe zur Vorbereitung und 
Einberufung desselben bezeichnet. 

III. Sollte dureb irgend welebe Verhaltniaae die Abhaltung eines 
Kongresses zur Torbeatimmten Zeit am vorbestimmten Orte unmoglich 
seiii, so ist der Vorstand des letzten Kongresses ermaebtigt, eventuell 
die notigen Diapositionen zur Einberufung eiiies neuen Kongresses zu 
treffen. Er wird sich zu diesem Zweeke aucb mit den in der Reao- 
kition n bezeichneten Organen in Verbindung setzen. 

IV. Fiir solcbe Aufgafaen infcemationaler Natur, der en Losmig 
eine feste Organisation erfordert, kann jeder Kongrefs atandige Kom- 
misaioneii emennen, deren Amtsdauer bis zum nachsten Kongresse gebt. 

Die Kompetenzen und Verpflicbtungen derartiger Kommissionen 
werden jeweilen bei BeateUung derselben festgesetzt. 

V. Der nachsfce Kongrefs soil im Jahre 1900 in Paris stattflnden. 
Die Societe math^matique de France wird mit der Vorbereitung uiid 
Organisation desselben beauftragt. 



Dies sind, verehrte Anwesende, im wesentliclien die Norinen, nach 
denen sicb die nachsten intemationalen Mathematiker- Kongresse ge- 
stalten sollten. Sie sind absichtlicli moglichst einfacb. und durchsiehtig 
gebalten und diirften ftir den Anfang geniigeu. 

Welebea sind nun aber die Aufgaben, deren Losung von dieaen 
intemationalen Kongreasen zu erwarten ist? Eiue Skizze, allerdings 
nur eine Skizze derselben entbalt Artikel 1 des Ihneu vorgelegten 
Reglementes. Ea heifat dort zunacbst: 

„Der Kongrefs bat den Zweek, die personlichen Beziehungen zwi- 
schen den Matbematikem der verschiedenen Lander zu fordern." 

Verebrte Anwesende! Wer einen Blick wirft auf daa Programni, 
wer Umsebau halt in diesem Saale, der wird sieb des Eindruckos niebt 
ei-wehren konnen, dafs die intemationalen Mathematiker-Kongresse aueb 
dann scbon eine Existenzberecbtigung liatten, wenn sie keinen anderen 
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Zweeb verfolgten, als die Mathematiker aller Lander der Erde einander 
niiher zu Taringen, ihnen Gelegenheit zu bieten zu gegenseitigem Ge- 
dankenausfcaiische, Gelegenheit aber auch, freuadaehaftlicli mit eicander 
ZK verkehren, wie es die Verfolgung gemeinsamer Ideale mit sich 
bringt. Die Pflege der personlichen Beziehungen und die dadurcli be- 
dingte direkte imd indirekte Fordenmg der Wissensehaft wird stets 
einen wesentliehen Punkt in dem Programme nationaler wie inter- 
nationaler wisaenschaftlieher Vereinigimgen bilden. 

Aber wir wollen dabei nicht steheii bleibeii. In Artikel 1 des 
Reglementes heifst es weifcer: 

„Der Kongrefs hat den Zweck, in den Vortragen der Hauptver- 
sammlungen und der Sektionssitzungen einen Uberblick fiber den gegen- 
wartigen Stand der verschiedenen Gebiete mathematischerWiasensehaffcen 
und ihrer Anwendungen, sowie die Behandlnng einzebier Probieme von 
besonderer Bedeutung zn bieten." 



Hochgeehrte Damen und Herren! Soil ieh ausdriicklicb darauf 
hinweisen, wie so ganz anders das gesprochene Wort wirkt gegeniiber 
dem gescliriebenen oder gedruckten, wie erst durcb die Personlichkeit 
des Vortr^enden die Darstellung Gestalt, Farbe, Warme, mit einem 
Worte Leben gewinnt? Es diirfte iiberfliissig sein, an dieser Stelle 
nnd vor dieaer Versammlung hierbei zu verweilen. 

Aber gerade die Vortrage, die fiir die Hauptversammlnngeii unserer 
Kongresse in Ausaicbt zu nehmen sind, bieten bereits Anlafs zu ganz 
bestimmten, wobl umschriebenen Aufgaben fiir Internationale Betkati- 
gung. Diese Vortrage werden naturgemafs in den meisten Fallen 
iibersiebtliebe Referate uber die bisfcoriscke Entwiekelung nnd den 
gegenwartigen Stand einzelner Wissensgebiete darstellen. SoUfce es nun 
nicht moglich sein, diese Referat* nach bestimmten Gfesiebtspunkten 
zu gruppieren und in geeigneter Weise unter die Mathematiker der 
veraehiedensten Nationen zur systematischen Bearbeitung zu verteilen? 
Wir wiirden damit nur anf intemationalem Gebiete dem Beispiele folgen, 
welches seit mehreren Jakren von der dentscben Mathematiker- Vereinignng 
gegeben wird und welches dureh die Arbeiten der Herren Brill und 
Noetber, Franz Meyer u. a. reprasentiert ist. Wir wiirden dadurch 
in kurzer Zeit zu einer systematischen Folge von geschichtlichen 
Einzeldarstellungen gelangen und zugleich — ich folge hier einem 
Gedanken des Herrn Enestrom — zu einer planmafsigen Fortsetzung 
des giofsen Werkes, welches Herr Moritz Cantor mit dem Jahre 
1759 abzuaehlielsen im BegrifPe ist, und dessen Weiterfuhnmg die Krafte 
ernes Einzehipn weit iiberste^en diirfte. 
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Viribns unitist sei uneere Losung. Mit vereinten Xraften wird 
es moglich sein, Aufgaben zu losen, die wegen mangelnder Vereinigung 
bisher nicbt emmal in Angriff genonunen werden konnten. Soil ich 
ein Beispiel geben, ao woUen Sie mir es auf Sehweizerboden zu gute 
halten, wenn ich etwa an eine Herausgabe der Werke Leonbard 
Enler's denke, eine Ebrenpflicbt, die von der mathemabischen Welt 
bis jetzt nicht hat erfiillt werden konnen. Eine wichtige Vorbcdingung 
fiir die Inangriffnatme dieser grofsen Aufgabe ist bekanntlieh jetzt er- 
fiillt, naehdem vor einem Jahre unser amerikanischer Kollege Hag en 
zum ei-sten Male ein vollstandiges Verzeichnis der Werke Euler'a vei-- 
ofFentlicht hat. Sie wissen auch aus den Mitteilungen des HeiTa 
Hagen, daTs eine Herausgabe dieser Werke heute nicht mehr zu den 
Utopien zahlt, ja vielleicht nur noch einer internationalen morali- 
schen TJnterstiitzung bedarf. 

leh babe bier natiirlich nur ein Beispiel fiir gemeinsame littera- 
rische Unternehmungen nennen wollen. Weifcere Beispiele, wenn auch 
ganz anderer Natur als das genannte, liefsen sich hinzufiigen unter 
Benutzung der jnannigfachen Anregungen, die dem Eomite von ver- 
schiedenen Seiten zugekommen sind. leb erwUhne rein sachlicb und 
ohne peraonlich dazu Stellung zu nehmen: die womoglich jahrliche 
Herausgabe eines Adrefsbuehes aller Matbematiker der Erde 
mifc Angabe ihrer spezieilen Fachrichtung; die Herausgabe eines biogra- 
phisch-litterariaehen Worfcerbuches der jetzt lebenden Matbe- 
matiker mit ihren Portrafcs; die Herausgabe einer matbematischen 
Litteratur-Zeitung. 

Sodann ware an die Veranstaltung internationaler wissen- 
scbaftlicher Ausstellungen zu denken, etwa naeh dem Master der 
schonen AussteUnng, welche im Jahre 1893 unter der Agide des Herm 
Dyck in Miinchen statfcfand. 

TJnter den litterarischen Unternehmungen ist eine noch besonders 
hervorzuheben. Artikel 7 des Reglemeutes spriebt von der Druek- 
legung der Kongrefsverhandlungen. Es ist niebt daran zu zweifeln, 
dais diesc und die entsprecbenden folgenden Publikatiouen wesentbcb 
dazu beitragen werden, unaere gemeinsame Arbeit zu fordern imd das 
Gefiihl der Zusammengehorigkeit unter den Matbematiker n zu wecken. 

Auch in bezug auf Pragen der Terminologie, sowie der inter- 
nationalen Verstandigung uber die Wahl gewisaer mathematischer Ein- 
heiten sind uus Anregungen zug^angen. Wie man sich bei inter- 
nationalen Zusammenkiinften Uber die wiebtigsten phjsikalischen Ein- 
heiten, wie Volt, Ampere, Ohm, verstandigt habe, so sei beiapielsweise 
eine inter nationale Einigung uber die Winkelteilung anzustreben. 
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Bekanntlich hat man in Frankreicli und in Deutschland den Versuch 
gemaclit, zur dezimalen Winkelteilung iiberzugehen, was fiir die Eeeh- 
nui^ nafciirlich wesentliche Vorteile darbietet. Nun ist aber dadureh 
eine TJngleiclilieit entstanden, daTs die eiuen die alten Grade beibe- 
halten und unr diese dezimal fceilen, andere nur die Quadranten imd 
wiedermn aadere die ganze Peripherie dezimal und zentesimal teileii 
woUen. Ea wird daber als eine Aufgabe der intemationalen Ver- 
standigung bezeichnet, die in den neueren Tabelleu berrschende Ver- 
schiedenheit durcb Festsetzung eines einheitlichen WinkebnaTses zu 
beseitigen, 

Natiirlich kann ea uicht die Absiebt meines Eeferates sein, sick 
in Einzelheiten zu verlieren. leh wcrde mich daber darauf besehranben, 
nnr nocii einen Pirnkfc besondera zu beapreehen, der allerdings gegen- 
wartig der weitaus wichtigste sein durfte. Der wicMigste desbalb, 
Weil es sicb dabei um eine akut gewordene Frage handelt, die eine 
energiscbe Inangriffoahme fordert. Ich meine die Prage der mathe- 
mafcisehen Bibliographie. 

Indem ich fiirs erste vollstandig bei Seite lasse, was auf diesem 
Gebiete bis jetzt gearbeitet worden ist und noeb gearbeitet wird, auch 
absiehfclich vorlaufig unerwahnt lasse, welehe Institute sich gegenwai-tig 
mit diesen Arbeiten beschaftigen, will ich nur kura das Ziel charak- 
terisieren, welches eratrebt werden muTs. 

Was bei der heutigen enormen Produktivitat und der damit ver- 
bundenen litterariscben Zersplitterung fiir jede Wissenschaft, nicht nur 
far die mathematische, von der grofsten Wiehtigkeit ist, das ist eine 
raseh funktionierende und kontinuierlich laufende Biblio- 
graphie. 

Eine solehe Bibliogi-aphie hat, nehen anderen Zwecken, die Auf- 
gabe, jedem, der sich fur ein beliebiges Gebiet — sagen wir Zahlen- 
tbeorie — interessiert, diu-ch genaue Titelkopieen Kenntnis zu geben 
von allem dem, was in der ganzen Welt, nicht etwa in den letzten 
Jahren, sondem in den letzten Monaten und Woehen auf diesem 
Gebiete veroffentlicht worden ist. Eine derartige Bibliographie einer 
beatimmten Wissenschaft kann nur von einem intemationalen Institute, 
d. h. durch internationales Zusammenwirken, geliefert werden und von 
einem solchen mit wirkliebem Erfolge aueb nur dann, wenn eine allgemein 
anerkannte Klassifikation der betreffenden Wissenschaft cxistiert. 
Nun, verebrte Anwesende, eine solcbe allgemein und von alien Fach- 
genossen adoptierte Klassifikation besitzen wir aber auf mathematischem 
Gebiete leider noch nicht. Wohl haben wir eine Reihe von Klassifi- 
kationen die alle in ihrer Art VortrefFliches leisten. Ich < 
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die Klassifikation des Pariser bibliograpliischeti Xongresaes, der 1889 
untex dem Vorsitze des Herm Poincare, desaen Abweseiiheit wir 
heute so sehr bedauern, tagte, ich erinnere an die Klassifikation des 
Yon Herrn Lampe lierausgegebenen Jalirbuches fiber die Fortschritte 
der Mathematik, an diejenige des universe!! angelegten Dewey'sclien 
Dezimalsystems und so manclie andere. Aber nur durcli eine ein- 
heit!icli6, a!lgemein anerkannte Klassifikation werden wir 
das Idea! einer Bibiiograpliie erreichen, we!che in g!ejcher 
Weise die Bediirfniase der Gelehrten wie der Bibiiotlieken 
der ganzen Welt einheitlich befriedigt. 

Hochgeelirte Versammlung! Wenn irgendwo, so liegt liier eine 
wichtige und dankbare Aufgabe der internationalen Verstandigung vor. 
Diese Aufgabe wird uberdies dadurcli erleichtert, dafs bereits zwei 
maebtige und bochangesehene Institute der Frage ibre Aufmerksamkeit 
zugewendet baben: das Institut international de bibliograpbie in 
Briissel und die Royal Society in London, von welchen das erst- 
genannte vor kurzem seine zweite Internationale Konferenz abgebalten 
hat. Der intemationale Matbematiker-Kongrefs kann und darf den 
Arbeiten dieser Institute nicbt miifsig und gleichgSltig zuseben. Nocb 
ist ihm die Moglicbkeit gegeben, daran mitzuwirken, und ich fuge 
hinzu, dafs diese Mitwirkung beiden Instituten nur willkommen sein 
wird. Aber aueb wenn die internationalen Matbematiker-Kongresse 
selbstandig Torgeben und ein eigenes bibliogr aphis ehes Institut ins 
Leben rufen woUten, was keine grofaen Schwierigkeiten hatte, wUrden 
sie damifc prinzipiell nocb lange nicbt in eine Rivalitat mit den ge- 
nannten Instituten treten. Einen Beweis hierffir liefert das bier in 
Zurich seit zwei Jahren bluhende intemationale Concilium bibliogra- 
pbicum, welches unter der Leitung des Herm F'ield auf zoologisehem 
Gebiete die genannten Ideale verwirklicht. 

Ich kann darauf verzichten, verehrte Anwesende, bei diesem Thema 
langer zu verweilen oder gar in Details einzutreten, da in der Sektion 
fur Geschicbte und Bibliographie Herr Enestrom einen Vortrag iiber 
die neuesten mathematisch-bibliograpbischen Untemehmungen balten 
wird. An der Sitzung werden, wie ich in letzter Stunde erfahren habe, 
aueb Vertreter des Institut international de bibliographie und der 
Royal Society teilnehmen. Es ist daber anzunehmen, dafs aus dieser 
Sektion ein bestiramter, die mathemaiische Bibliographie betreffender 
Antrag bervorgehen wird, der Ihnen in der zweiten Hauptversammlung 
zu unterbreiten ware. 

Hoehgeehrte Versammlung! Ich bin zu Ende mit meinem Referate. 
Wie ieh schon bemerkt habe, kann dasselbe nach keiner Riebtung bin 
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Anspruoh auf Vollstandigkeit erheben. leh habe lediglicli zeigen wolleii, 
dafs neben dem groJsen Interesse, welches die internationalen Mathe- 
mabiker-Zusannnenkiinfte an und fiir aieh haben, auch noch Aufgaben 
existieren, welehe gemeiiiachaftlieher Anstrengung wert sind. Solcher 
Aufgaben werdea sich riaturgemafs im Laufe der Zeit urn so mehr 
darbieten, je fester das Band gekniipft wird, welches uns von heute an 
vereinigen soil. 

Moge das Werk, dessen Grundstein wir heute hier in Ziii'ich 
legen, sich wiirdig den anderen grofsen internationalen Schopftmgen 
anreihen! Moge es im Verein mit diesen dazu beitragen, nicht nur 
die Gelehrten aller Nationen, sondern auch diese selbst zn ver- 
einigen zu gemeinsamer Kulturarbeit! 



Da von der Veraammlmig sofort der Wunseh ausgesprochen wurde, 
^s Referat mochte fflr die zweite Hauptversammlung gedruckt, und 
zwar deufcsch and franzosisch, vorgeiegt werden, so soil jetzt aueh 
hier die franzosische Tlbersetzung folgen: 
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Sur le but et T organisation des congres intemationaux dea 
mathematiciens. 

Par 

Fekdikahb Rudio. 
(Traduit dc rallemand.) 

Mesdames et Messieurs'. 

Au nom du comifce d'organisation j'ai I'honneur de vous adresser 
quelqiies mots relatifs au tut et a I'organisation des cor^rea inter- 
uationaux des mathematiciens. Vous n'attendez evidemment paa que 
nous vous presentions d'ores et deja un programme arrete dans tous 
ses details. II ne s'agit, pour le moment, que de poser lea fondements 
d'une ceuvre a venir. Nous pouvons d'ailleurs envisager eet avenir 
avee conflance, comme le demontrent le grand interet provoque dans 
le monde des mathematiciens par Tannonoe d'un eongres et la nom- 
breuse assemblee reunie aujourd'hui dans I'Aula du Polyteehnicum. 

Permettez-moi, Mesdames et Messieurs, d'attirer tout d'abord voire 
attention sur certaines questions d'organisation. Vous avez entre les 
mains un projet de reglement et des resolutions prepares par le comite 
et qui seront eoumis a votre approbation, Les articles du reglement 
relatifs a I'organisation se rapportent essentiellement a I'ordre du jour 
du congres actuel, de sorte qu'il est inutile de les mentionner. Je passe 
done aux resolutions que, pour plus de olarte, je rappelle iei. 

Resolutions da congres international des mathematiGiens 
siigeant a Zurich, en 1897. 

I. A I'aveoir les congres intemationaux des matliematiciens se 
sueeederout a des intervalies de 3 a 5 ana. II sera tenu compte, dans 
!e choix du siege, des tceux legitimes des differents pays. 

II. On eboisira, a la fin de chaque congres, la date et le siege 
du eongres suivant, ainsi que lea organes ou les associations charges 
de le preparer et de I'orgaijiser. 
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III. Si, par suite de circonstanees imprevues, un congres ne pou- 
vait sieger a la date et au lieu choisis, le comite du dernier congres 
aurait la faeulte de prendre les dispositions neeessaires a la couvocation 
d'un congres nouveau. A cet effet il s'entendra avec les orgaues meu- 
tionues a I'ai-ticle II. 

IV. Chaque eongrea pent, lorsqu'il le juge utile pour I'etude de 
certaines questions de nature Internationale, nommer des commissions 
permanentes dont le mandat dure d'un eongres au congres suivant. 

Les competences et les attributions de ces eommissions sont fixees 
lors de leur nomination. 

V. Le prochain congres siegera k Paris en 1900. La. soeiete 
mathemafcique de France est charge e de sa preparation et de son 
organisation, 

Ce 3ont la, Mesdames et Messieurs, les dispositions generales qui 
devront etre observees pai- les prochains congres internationaux des 
matiematiciens. Ellcs sont a dessein simples et claires et auffiront, 
du moins au debut. 

Mais quelles sont les questions que ces congres pourraient avoir 
a resoudre? On en tronre une esquisse, mais une esquisse seulement, 
dans I'article 1^" du reglement: 

«Le congres a pour but de provoquer des relations personnelles 
entre les mathematiciens des differents pays.® 

II suffit, Mesdames et Messieurs, de consulter le programme ou de 
Jeter un coup d'teil dans cette salle pour convenir que les congres anraient 
deja leur raison d'etre s'ils n'avaient d'autre but que de procurer aux 
mathematiciens de tons les pays du monde I'oeeasion de s'entretenir 
amicalement et d'echanger leurs idees. Les relations personneUes et 
les progres directs ou indireets qu'eUes exercent sur I'avancement de 
la science, sont toujours im des buts principaus de toute reunion 



Maia il y a plus. L'article 1" dit en outre: 

«Le congrfes a pour but de donner, par des rapports et des con- 
ferences, un aper^u de I'etat actuel des diverses branches des mathe- 
matiques et d'offrir I'oeeasion de traitor certaines questions d'impor- 
tance reconnue.a 

Mesdames et Messieurs! Ai-je besoin de vous dire combien le 
discours parle difEere du discours ecrit ou imprirae; combien I'exposi- 
tion gagne en forme, en couleur, en chaleur, en vie, par la person- 
nalite de I'orateur? 

Or, les conferences destinees aux assemblees plenieres de nos con- 
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gres offreiit justement la matiere de questions precises et bien deli- 
mitees. Ces conferences, daas la pluparfc dea eas, seront des aper9U3 
generaux sur la marche liistorique et sur I'etat acfcuel de certains do- 
maines scientifiqnes. Ne serait-il pas possible de grouper c€s aper^us 
et d'en confier I'exeeution aux mathematiciens dea ditferents pajs? 
Nous ne ferions que auivre, au point de vue international, I'esemple 
donne par la „Deutsche Mathematiker-Vereinigung", qui, dans ces 
demieres annees, a public les rapporta connua de MM. Brill et Nrether, 
Franz Meyer, etc. On obtiendrait de la sorte, en peu de temps, une 
suite systematique de travaus historiques et, en outre, d'apres 
I'idee de M. Eneatrom, une continuation du grand ouTrage de M. Mau- 
rice Cantor (Histoire des mathematiques jusqu'en 1759), qu'un seul 
homme ne aaurait avoir I'ambition d'entreprendre. 

Viribus unitisi Certaines questions, auxquelles, faute d'accord, on 
n'a pas encore songe a s'attaquer, pourraient &tre reaoluea a la suite 
d'uue entente Internationale. Pour eo donner un exemple, sans sortir 
de la Suisse, on pourrait se proposer de publier les ceuvres completes 
d'Euler, devoir que le monde mathematique n'a pu remplir jusqu'a 
present. Une premiere condition neeeasaire pour commencer cette 
grosae entreprise est actuellement remplie depuis que notre eol- 
legue amerieain, M. Hagen, a publie la liste complete des ceuvres 
d'Euler. Voua n'ignorez pas que, d'apres M. Hagen, la publication de 
ces (Buvres n'eat plus une utopie; peut-Stre, qu'un simple appui moral 
des mathematiciens du monde entier suffirait pour assurer sa realisation. 

On pourrait ajouter d'autres exemples, de nature differeute il est 
vrai, qui nous out ete suggeres de divers c6tea. Je me contente de 
citer, Sana prendre position: la publication, si possible annuelle, d'un 
livre d'adreasea des mathematiciens du monde entier avec 
I'indieation des branches qu'ils eultivent specialementj la publication 
d'un dictionnaire biographique des mathematiciens contem- 
porains avec leura portraits; la publication d'un journal de biblio- 
graphic matbematique. 

Ensuite on pourrait songer a organiser des expositions scienti- 
fiques internationales, sur le modele, par exemple, de la beUe 
exposition dirigee par M. Dyck a Munich en 1893. 

Parmi les entreprises scientifiques, il en eat une que nous devona 
mentionner specialement. II eat queation, dana I'article 7 du regle- 
ment, de la publication des deliberations du congrea. II est 
hors de doute que cette publication et les suivantes contribueront 
dans une gi'ande mesure a nous inciter a un travail commuu et a 
eveiller les sentiments de aolidarite chez les mathematiciens. 
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II nous a ete fait egalemeiit certaines propositions relatives a dea 
questions de terminologie et au ehoix de certaines unites math^ma- 
tiques qu'il y aurait avantage a adopter apres une entente intemationale. 
Un accord au sujet de la division du cerele, par exemple, serait a 
desirer, accord analogue a celui des physiciens sur les unites essen- 
tielles Volt, Ampere, Ohm. Comme vous le savez, on a fait, en France 
et en Allemagne, I'essai d'une division du cerele en parties deeimales; 
eela presente de serieus avantages pour les caleuls numeriques. Seule- 
ment les uns conserverent les anciens degres qu'ils diviserent en par- 
ties deeimales, tandis que d'autres adopterent cette division pour la 
eirconferenee entiere. II y aurait done lieu de faire disparaitre ces 
differences par une convention intemationale. 

Pour ne pas me perdre dans les details, je me contenterai d'attirer 
encore votre attention sur un seul point, le plus important de tous, 
peut-6tre. Le plus important, ear il s'agit d'une question brulante 
dont la solution esige une initiative energique: la question de la 
bibliographie mathematique. 

Laissons de cote ce qui a ^t^ fait et ee qui reste h faire dans ce 
domaine, ne parlous pas des institutions qui s'occupent actuellement 
de ce genre de travaux efc contentons-nous de caracteriser en quelques 
mots le but a poursuivre. 

L'essentiel, a notre epoque de production enorme oft les travaux 
sont si dissemines, est un repertoire bibliographique fonetionnant 
rapidement et continuellement. 

Un pareil repertoire devra, entre autres, donner le moyen de eon- 
naitre par les titrea, tout ce qui a paru dans un domaine donne non 
seulement dans les dernieres annees, mais aussi dans les derniers mois 
ou meme les dernieres semaines. 

Le repertoire d'une science determinee ne peut etre etabH que par 
une institution intemationale. Mais il est avant tout neeessaire, si 
Ton veut mener a bonne fin une telle entreprise, d'avoir une classi- 
fication g^n^rale de la dite science. MaUieureusement, Mesdames et 
au point de vue de la science mathemafcique nous ne 
pas encore de classification gen^rale adoptee par ehacun. 

Nous avons un grand nombre de classifications excellentes. TeUe 
par esemple celle qui fut elaboree sous la pr^sidence de M. Poincare 
par le congres bibliograpbique de Paris 1889. Telle aussi ceUe qui 
fut adoptee par M. Lampe dans son edition des „Fortschritte der 
Mathematik"; nous avons aussi les classifications basees sur le sjsteme 
decimal de Dewey et d'autres encore. 

Mais je le repete, ce n'est que par une classification 
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presentant un caractere de grande unite et admiae universel- 
lement, que nous pourrons arriver a ereer un repertoire qui 
satiafasse tous les savants et que les bibliotheques da monde 
entier puissent utiliser. 

Mesdames et Messieurs! Nous avona la a r^soudre sur le terrain 
international uue tache importante et pleine d'avenir. Cette taehe sera 
facilitee par I'existenee de deux institute puissanta et conaideres qui 
s'en sont oeeupe deja; I'Inatitut international de bibliographie a 
Bruxelles et la Soeiete royale de Londrea dont le premier a eu 
reeemment sa seconde seanee Internationale. Notre congres ne saurait 
etre indifferent a leurs trayaux. Notre collaboration est encore possible 
et j'ajoute qu'elle ne peut qu'etre agreable a ces deux instituts. Maia a 
supposer que vous preferiez travailler isolemeiit et fonder un institnt 
bibliograpbique international independant, ce qui ne preaenterait pas 
de grandes diffieultes, jl n'y aurait aueune rivalite a craindre avec lea 
instituts precedents. Je ne eiterai d'autre preuve que I'exiatenee fioris- 
sante du «Concilium bibliographicum international* cre^, il y a deux 
ana, k Zurieb, sous la direction de M. Field et qui realise I'ideal 
cbercbe dans le domaine de la zoologie. 

Je puis me dispenser de m'etendje plus longuement sur ee ehapitre 
ou d'entrer dans des details, puisque M. Eneatrom doit faire, dans la 
aection d'bistoire et de bibliographie, une conference sur les demieres 
entreprises de bibliograpbie mathematique. Nous aurons, comme je 
viens de I'apprendre, Thonneur d'avoir a eette scanee des representants 
de I'Insiitut international de bibliographie et de la Soeiete royale de 
Londres. II est done a presumer que cette section prendra I'initiative 
de eertaines propositions relatives a la bibliographie mathematique et 
qui vous seront soumiaes dana la seconde assemblee generale. 

Mesdames et Messieurs, j'ai termini mon rapport; il n'a pas la 
pretention d'etre complet dans aueune direction. J'ai simplement voulu 
demontrer I'existence de certains problemes importants dont la solution 
depend d'un accord international. Ces problemes deviendront de plus 
en plus nombreux a mesure que se resserreront les liens nouveaux qui 
nous vmissent a partir d'aujourdliui. Puisse I'ceuvre dont nous jetons 
les premiers fondementa a Zurich prosperer a cote des grandes creations 
Internationales deja existantes! Puisse-t-elle contribuer a reunir en vue 
d'un travail commun, non seulement les savants des diverses nations, 
mais encore ces nations elles-memes! 
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Nach einer kurzcn Pause folgte der Vortrag von Prof. Hurwitz: 
„Eiitwickeliing der allgemeincn Theorie der analytisehen Funktioneii 
in neuerer Zeit". Damit sehlofs die erste Hauptyersammlung, 



Urn 1 Tlhr versammelten sieh die Mathematiker mib ihren ) 
die iibrigens aueh den Verhandlungen der HauptTersaminlung sehr 
zaklreieh beigewohnt hatten, ziim Bankett im Pavilion der Tonlialle. 

Den Reigen der Toaate eroffnete Prof. Franel mifc einem Hoch 
auf die Schweiz. Herr Regierungsrat Ernst begrufste die &aste im 
Namen der ziircherischen Behorden. Mit besonderer Sympathie] wurde 
eine Rede Briosehi's aufgenommen, der znnachst den Ziirchem seinen 
Dank ausspracli und sodann die Aufmcrksanikeit der Anwesenden auf 
die ehrwiirdige Ersclieinung Hermite's lenkte, der leider dem Kon- 
gresse nieht personlick beiwohnen konnte. Mit Begeisterung stimmte 
die Versammlung in das Hoch auf den grofsen Mathematiker ein und 
beschlors aodann anf Antrag von Herm Mittag-Leffler, das folgendo 
Sympathietelegramm an Herm Hermite zu richten: 



MoDsienr Hermite 
chez Madame Legrand 

a Nois Seville, Lorraine. 

Les mem b res du P' congres international des mathematiciens 
prienfc I'illustre doyen des maitres de I'analyse de notre epoque, d'agreer 
riiommage de leur admiration et de leur profond respect. 

(xeiser. 



Mittlerweile war es 4 Uhr geworden und Zeit zur Dampfschitf- 
fabrfc. Unter den Kliingen der Musik, die auch bei der Tafel auf- 
gespielt hatte, wurde die Gesellschaft auf dem Salondampfer Helvetia 
in etwas mehr als einstiindiger Fahrt nach dem am entgegengesetzfcen 
Ende des Ziircher Sees gelegenen Rapperswyl gefuhrt, wo sie sich 
in zwanglose Gruppen aufloste. Der Himmel, der anfangs etwas 
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regnerisch gelaunt schien, hatte sich wahrend der Fahrt vollstandig 
aufgehellt und entscMdigte am spateren Abend sogar dureh ungewobn- 
lich sclione Beleuchtungseffekte. Nachdem sieh die Gesellschaft etwa 
zwei Siunden lang in dem maleriscli gelegenen altertUmliclien Stadtchen 
aufgehalten und nameiitlich den aussiclitsreiclien Lindenhof mit dem 
das polnisclie Nafcionalmuseum bergenden Sehlosse besucM batte, be- 
gann die Euekfahrt, bei der aucb das Wirtsebaftskomite wieder Ge- 
legenheit fand, in Aktion an treten und die erbolungsbedurftigen 
Matbematiker und Mathematikerinnen mit einfaehen Erfriachungen und 
ans dem Ziireber Staatskeller stammendem Veltheimer und Regens- 
berger zu restaurieren. 

Leider konnte der illmninierfce Gfondelkorso, der nach dem Pro- 
daa Dampfschiff bei seiner Riiekkehr nach Ziirieh hatte em- 
sollen, des starken Windes wegen aicht zur Ausfuhnmg 
gelangen. Damit fiel auch die geplante Hobenbeleuchtung zum Teile 
weg. Immerbin batten versebiedene Villenbesitzer es sich nicht nehmen 
lassen, durch IHmmnation ihrer Viilen den fremden Gasten ibre Sym- 
pathie zu hezeugen. Auch andere hervorragende Gebaude, wie das 
Polytechnikum, das Pbysikgebaude, die Kircbe Neumiinster, strahlten 
in bengalischem Lichte. 

Und als das Sebiff um 9 Uhr langaam der Stadt sich naherte, da 
wurden auch von der Hohe des tJtlibergea leuehtende Griifse den Peat- 
teilnehmem zugesaiidt. 
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Dienstag, den 10. August. 
Sektionssitzungen. 

I. Sektion: Arithmetik und Algebra. 
Die Sektion versammelte sich vormitfcags 8 Ulir im Auditorium 6'' 
des eidgenoasischen Polyteehnikums. DerEinfuhrende,Prof.Minkowaki, 
begriifsfce die Anwesenden und lud zur Wahl des Bm-eaus ein. Ea wur- 
den gewahlt: 

Ala Prasident: Herr F. Martens, 

„ Viceprasident : „ G. Peano, 
„ Selo'etar: „ E. Amberg. 

Vortrage: 

1) H. Weber; „Uber die Genera in algebraiaehen Zahlkorpera". 

2) C. Eeusehie: „Konstituententheorie, eine neue, prinzipielle und 

genetische Methode zui- Invariantentbeorie". 

3) C. Stephanos: „Sur les aystemes associatifs de nombres sym- 

boliques". 
Naeb einer eiustiindigen Pause, welche den Besueb anderer 
Sektionen eiinogliclien sollfce, folgte gegen 12 TJlir der Vortr^: 

4) P. Gordan; „Eesultante temarer Formen". 

In der Nachmittagsaitzung, welche um 4 Uhr begann und 
in welcher Prof. Peano den Vorsitz fiihrte, wurden die Vortrage 
gehalten: 

5) F. Enriques: „Sur les problemes qui se rapportent a la resolu- 

tion des equations algebriques renfermant plusieurs in- 
connues". 

6) E. Sebroder: „t^er Pasigraphie, ihren gegenwartigen Stand und 

die pasigraphisehe Bewegung in Italien". 
Der Vortrag war urspriinglieh in engliscber Sprache vor- 
bereitet und angekiindigt, wurde aber bei der numerisch geringen 
Beteiligung von Mathematikern englischer Zunge auf mebrfachen 
Wunseh in deutacher Sprache gehalten. 

7) G. Rados: „Zur Theorie der adjungiei-ten quadratisehen Formen", 



y Google 



46 I. Teil: Vorgeschichte und Verlauf des Kongreeses. 

8) H. Tarry: a) „6eneralisation du problems dea reines". 

b) „Proeedes mecaniques pour resoudre les eqiaabions 
indetei-minees". 

9) A. Vassilief: Formules pour la determination approximative des 

nombres premiers, de leur somme et de leur difference 

d'aprea le numero de ees nombres. Note adressee au 

Congres par M. J. Pervouchine et traduifce par M. A. 

Vassilief. 

Herr Vassilief schickte dieser Note des Herrn Pervoucliine einige 

Mitteilungen uber das Lebon und die wisseiisehaftlichen Arbeiten des 

Autors Toraus. Sie beflndeii sieh, wie die Note selbst, im zweiteii 

Teile der „Verhandlungen". 

Die genaunfcen Vortriige sind alle (mifc Auanahme der nicht erMlt- 
lich gewesenen Mitteilmigen dea Herrn Tarry) in dem wissenschaftlicben 
Teile der voriiegendeu Verhandlungen, teils voUstandig, teiis im Ans- 
zuge, abgedruckt. 

Drei weitere Vortrage, welche auTserdem angemeldet waren, namlieh: 
Frann Meyer: ,^ie neaere Entwickeluiig der Algebra und Zalilen- 

iiieorie", 
L. Stickelberger: „uber eine neue Eigensebaffc der Diskrimi- 

nanten algebraiseher Zahlkorper", 
Ch. de la Vallee Pouasin: „Sur la tbeorie des nombres 
premiers", 
konnten aus Mangel an disponibler Zeit leider nicht mehr gehalten 
warden. Die genannten Autoren batten aber die Freundliclikeit, ibre 
Manuskripte der Redaktiou zur Verfugung zu stellen, sodafs dieselben 
ebenfalls in den wissenacbaftlieben Teil der Verbandlungen aufgenommen 
werden konnten. Von der Abhandlnng des Herrn Franz Meyer flndet 
sieh allerdings dort nur ein Teil, betitelt: „IJber kettenbrucbahnliche 
Algorithmen". 

Endlich ist noch mitzuteilen, dais in der Naebmittagssitzung der 
Viceprasident, Herr Peano, der Sektion eine gedruckte Abhandlung des 
Herrn A. Capclli vorlegte, betitelt: „Saggio sulla introduzione dei 
numeri irrazionali col metodo delle classe eontigue", welebe der Autor 
durch Vermittlung des Herrn C. Stephanos dem Kongresse zu ttber- 
reichen die Freimdliebkeit hatte. Die genannte Abhandlung ist in- 
zwiscben in dem von Herrn Capelli geleiteten „Gioniale di Matematiebe" 
eraehienen. 

Die Sitzung sehlofs gegen 1 Ulir abends. 
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II. Sektion: Analysis and Funktioneiitheorie. 

Die Sektion trat vormittags 10 Uhr im Auditorium 3'' des Poly- 

teehnikums zusammen. Der Einfiilirende, Prof. Hurwitz, hiefs die 

Anwesenden willkommeii und lud zur Wahl des Bureaus ein, welches 

bestellt wurde, wie folgt: 

Prasident: Herr E. Picard, 

Vieepraaident: „ Fr. Briosehi, 
Seki-etiir: „ C. Jaecottefc. 

Vortriige; 

1) Fr. Briosehi: „Sur une elasse d'equatioos du cinquieme degre 

resolubles algebriquement et la transformation du oiizieme 
ordre des fonetions elliptiques". 
Auf Wunsch von Herra Brioschi hatte das Komite den Vortrag 
im AusKuge vorher druckeu und unter die Zutorer verteileii lassen. 

2) E. Picard: „Sur les fonetions de plnsieurs yariables et en par- 

ticulier les fonetions alg^briqnes". 
Naeh einer kurzen Pause verlas Herr Picard einen Brief von 
Herm Hadamard, der, personlicli zu erscheinen verhindert, deni 
ICongresse eine Mitteiiung hatte znkommen lassen, betitelt: 

3) J. Hadamard: „Sur certaines applications possibles de la theorie 



An diese Mitteiiung kniipften sich zwei Bemerkungen: die 
eine, von Herm E. Borel herriihrend, wurde von diesem sofort 
in der Sitzung selbst vorgebracht; die andere, von Herm S. Pin- 
cherle stammend, wurde nachtraglich sehriftlieh eingereicht. 

4) N. Bougaiev: „Le8 mathematiques et la conception du monde 

an point de vue de la philosophie scientifique". 

5) L. Aufconne: „Sur les poles des fonetions unifonnea a plusieurs 

variables 



Aufser diesen Vortragen waren in dem Programme noch ein Vov- 
trsg von Herm A. Markofft „Sur eei-taines questions de maxima et 
minima" und ein Vortrag von Herm Z. de Galdeauo: „L'unifieation 
dea concepts dans la science mathematique" angekiindigt. Beide HeiTen 
waren, Herr de Galdeano durch Gesundheitsrucksichten, verhindei-t, nach 
Zurich zu kommen; der letztere hatte aber die Freundiiehkeit, aein 
Manuskript einzusenden. Dasselbe gelangt daher ebenfalls mifc den 
obengenannten fiinf Vortragen und den Bemerlningen der Hen'en Pin- 
cherle und Borel im wisaenschaftlieben Teile zum Abdruck. 

Die Sitzung schlofs ISYj TJhr, 
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ni. Sektion: Geometrie. 
Die Mitglieder der Sektion versaramelt^n sich vormittags 9 Uhr 
im Auditorium 8*^ des Polyteclinikums. Der EinfUhrende, Prof. Lac ombe, 
begriifste die Anweseuden und lad zur Wahl des Bureaus ein. Dasselbe 
wui'de fol gender mafsen zusammengesetzt: 

Prasident: Herr Th. Reye, 

Viceprasident: „ C. Segre, 
Sekretar: „ G. Kiinzler, 

Vortrage. 

1) TH. Reye: „Eiiiige neue Eigensehaften des quadratiaehen Strahlen- 

komplexes". 

2) F. Gerbaldi: „Sul gruppo semplice di 360 collineazioni piane". 

3) C. Burali-Forti: „Les postulats pour la geometrie d'Euclide et 

de ] 



An der auf diesen Vortrag folgendeu Diskuasioa beteiligteu 
sieh die Herren Schur und Schoenfliea. 

4) J. Andrade: „Statique non eudidienne". 

Herr Tarry kniipfte an diesen Vortrag einige historische 
Notizen. Nach demselben — es war 11 TJhr geworden — wurde 
die Vormittags sitzung geschlossen. Die Sektion trat naehmittags 
4 UlLr in dem gleiehen Auditorium unter dem Vorsitze Ton Herrn 
Segre wieder zuaammen. 

5) G. Fano: „Uber Gruppen, insbesondere kontinuierliciie Grappen 

von Cremona - Transformationen der Ebene und des 
Raames". 

6) H. Brunn: „Uber verknotete Kurven". 

Alle diese Vortrage finden sich, teils in extenso, teils im Auszuge, 
im wissenschafttichen Teile abgedruckt. 

Die Nacluuittagssitziing schlofs gegen 6 Tlhr. 



IV. Sektion; Mechanik und mathematische Physik. 
Die Sektion versammelte sieh vormittaga 11 Uhr, dem Programme 
entsprechend, im Auditorium 9'' des Poly tech nikmns, aiedelte dann aber 
aofort nach dem geraumigereu Auditorium 6*' uber. Naehdem der Ein- 
fUhrende, Prof. Herzog, die Fachgenossen willkonimen geheifsen hatte, 
wurde folgendea Bureau besteilt: 
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Prasident: Herr G. Jung, 

Vieeprasident: „ N. Joukowsky, 
Sekretar: „ R. Flatt. 

Vortrage: 

1) A. Stodola: „TJber die Bezieiiuiigen der Technik zur Mathe- 

matik". 
Naeh dem Vortrage des Herm Stodola kehrte die Sektion 
in das Auditorium 9^ zurUck, da das Auditorium 6'' wieder von 
der ersten Sektion in Ansprueb genommen wurde. 

2) N. Joukowsky: „Ein neuer gyroskopischer Appai-at". 

Herr Joukowsky entwiekelte die Theorie seines Gyroskopea 
und wies den Apparat der Versammlung vor. 
Infolge eines dureh den Wecksel des Lokals hervorgernfenen Irr- 
tums konnte Herr de Saussure seinen Vortrag: „Sur I'homogeneite 
des equations de la mecanique" leider nicht halten. 

Die beiden gehaltenen Vortriige sind in dem zweiten Teile der 
Verimndlungen abgedruekt. 

Die Sitzung scblofs 12% Uhr. 

v. Sektion: Geschickte und Bibliograpbie, 
Die Sektion veraammelte sicb naebmittags 3 Dhr im Auditorium 9^ 
des Polytechnikums. Der Einfiibrende, Prof. Eudio, biefs die Fach- 
genosseu zur gemeinsamen Arbeit willkommen und maebte sodann 
einige Mitteilungen iSber Veranderungen der Tagesordnung. Dai-auf 
leitete er die Wakl des Bureaus ein, aus weleher bervorgingen: 
Als Prasident: Herr M. Cantor, 

„ Vieeprasident: „ C. A. Laisant, 
„ Sekretar: „ P. H. Seboute. 

Vortrage: 

1) H. Gc. Zeutben: „Isaae Barrow et la methods inverse des tan- 

gentes". 
Nach diesem Vortrag wurde eine kleine Pause gemacht, 
wahrend weleher die Sektion in das geraumigere Auditorium 25'' 
ubersiedelte. 

2) G. Enestrom: „tJber die neuesten mathematiseb-bibliograpbiscben 

Untemehmungen". 
An diesen Vortrag seblofs sich eine lebbafte Diskussion an. Herr 
Laisant trat, als Sekretar der Kommission des von dei- Societe 
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mathematique de Prance gegi'iindete „Repertoire bibliographique des 
sciences mathematiquea", fur das dem „Repertoire" zu Grunde gelegte 
lOassifikationa- und Kartensystem ein. Dieses System der Klassififea- 
tion sei aach bereits von anderen gelehrten Korperschaften, so z. B. 
von der mathematischen Gesellsehaft von Amsterdam bei der Heraus- 
gabe der „RevEe semestrielie des publications mathematiquea", adoptiert 
worden. Der Bedner verbreitete sich sodann iiber ein Klassifikations- 
projekt des Herm Lemeray, sowie iiber die Bedeutung, die Aufgaben 
und die Ziele des von ibm und Herm Lemoine gegrundeten „Inter- 
mediaire des Matbematieiens". Nachdem er eine von der Direktion des 
„Intermediaire" verfafste Note verlesen hatte, formulierte er seine Ge- 
danken in die folgenden drei Antrage: 

1™ propositioii. 

TJne commission permanente, intitulee 

Commissi(m preparatoire des rapports generaux, 
sera nommee par le Congres. Elle se composera de cinq membres et 
elle aura pour mission de preparer, pour le Congres de 1900, dans la 
mesure du possible, I'execution du paragraphe b) de I'article I du 
reglement, en ce qui conceme !es rapports sur les progres des diverses 
branches de la science mafchematique dans les different^ pays. 

Cette Commission pourra s'adjoindre a son gr^ de nouveaus 
membres. 

Elle se eonstituera elle-meme, designera son siege central, et se 
mettra en rapport avec la Societe mathematique de France, chargee 
de la preparation du Congres de 1900. 

y^ 2"' proposition. 

Commission permanente de hibliographie et ferminologie 
sera nommee par le Congres. EUe se composera de cinq membres et 
elle aura pour mission de preparer pour le Congres de 1900 un rapport 
general sur la bibliographie mathematique, et sur toutes les tentatives 
qui pourraient etre faites en vue de rendre la terminologie plus 
rationnelle, plus simple et plus uniforme. 

Cette Commission pourra s'adjoindre a son gre de nouveanx 
membres. 

Elle se eonstituera elle-meme, designera son siege central et se 
mettra en rapport, autaut que de besoin, avee la Societe mathematique 
de France. 
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3"" proposition. 

Le Congres emet le v<bu qu'une commission soit nommee en vae 
d'etudier lea moyens de donner a I'institution des congres internationaux 
un caractere tout a fait permanent, d'avoir, par exemple, des archiyes, 
une bibliotheque, un bureau de correapondanee, de preparer des editions 
on des reimpreaaions d'cEuvres importants, ete. 

Le temps faiaant d^faut pour se livrer actuellement a un echange 
de vues sur un tel objet, le Congres laiase a la Societe mathematiqne 
de France le soin de deaigner les membres de cette commission Inter- 
nationale et d'en fixer le nombre. 



1. Antrag. 

Der Kongrefs ernennt eine standige Eommission mit dem Titel: 
Kommission sur Vorbereitwng der aUgemeinen Berichie. 

Dieselbe besteht aus fiinf Mitgliedem und hat die Aufgabe, auf 
den Kongrefa vom Jabr 1900 bin die Anafiibmng des § b von Artikel 1 
des Reglements, betreffend den Bericht (iber die Fortschritte in den 
verscbiedenen Zweigen der Mathematik in den verschiedenen Landem, 
nach Kraften vorzubereiten. 

Dieae Kommission kann sich nacii Gutdflnken durch Anfnahme 
neuer Mitglieder erweiteni. 

Sie konstitntert sich selbst, bezeichnet ihren Centralsitz und setzt 
aicb in Verbindtmg mit der Societe matbematique de France, welche 
die Vorbereitongen fiir den Kongrefs vom Jahr 1900 iibemommen hat. 

2. Autrag. 

Der Kongrefs emennt eine 

standige hiUiografphische und terminologische Kommission. 

Dieselbe besteht ana fiinf Mitgliedern und hat die Aufgabe, auf 
den Kongrefs vom Jahr 1900 bin einen allgemeinen Bericht vorzu- 
bereiten iiber die mathematische Bibliographic und fiber aUe Veraucbe, 
welche angestrengt werden, um die Terminologie rationeller, einfacher 
und einheitlieher zn gestalten. 

Diese Kommission kann sich nach Gfutdiinken durch Aufnahme 
neuer Mitglieder erweitem. 

Sie konatituiert sich selbst, bezeichnet ihren Centralsitz, und setzt 
sich, soweit dies notig ist, in Verbindung rait der Societe mathematiqne 
de Prance. 
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3. Antrag. 

Der Kongrefs spriclit den Wunaeh aus, ea moehte eine Kommissioii 
ernannt werden, welche dariiber zu beraten hatte, wie der Institution 
der infcemationalen Kongresse ein standiger Charakter gegeben werden 
kaiin, z. B. durch Archive, Bibliotheken, korrespondierende Ceiitral- 
stelle, durch Herausgabe oder Drueklegung von bedeutenden Werken etc. 

Da wegen Mangel an Zeit ein Austausch der Ansichten ttber die 
Ausfiibning einea solcben Projetts jetzt nicht moglich ist, so iiberlal'st 
es der Kongrefs der Soci^te mathematique de France, die Mitglieder 
dieser internationalen Kommission zu bezeichnen und ihre Zahl zu 
bestimmen. 

Die drei Aiitrage waren unterzeichnet von den Herren: A. Vas- 
silief, C. A. Laisant, G. Cantor, G. Oltramare, M. Cantor, P. H. 
Schoute, S. Dickstein, S. Giinther, J. Cardinaal, J. H. Graf, 
D. Seliwanoff, J. S. Mackaj. 

Die Zeit war inzwischen sehon sehr vorgeschritten. Trotzdem 
beaehlofa die Versammlung nach Einwilligung des Herrn Giinther, 
der den naehsten Vortrag zu halten gehabt Mtte, aofort in die Be- 
ratuug der drei Antrage einzufcreten. In der nun folgenden Diskusaion 
wies Herr Dyek auf die Liicken des franzoaisciien Systema bin und 
spraeb den Wunacb aua, der Kongrels moehte mit Vertrauen den Ar- 
beiten der von der Royal Society ins Leben gerufenen internationalen 
Katalogkonferenz entgegensehen ; Herr Brill warut* vor einer (iber- 
eilten Parteinahme ffir ein bestimmtea System und Herr Graf lenkte 
die Aufmerksamkeit der Versammlung auf die schweizerische Landes- 
bibliographie. Nach einigen vermittelndon Worten von Herrn Rudio, 
der erklarte, ea konne nicht Aufgabe des diesjahrigen Kongressea 
sein, sicb fiir ein bestimmtes K!aasifikations--jstem zu entsLheiden, 
wurde auf seinen Antiag beschlo'.sen, nui den zweiten der diei 
Laisant'achen Antrage dei Hauptvei sammlung zui Annahme zu em 
pfehlen und ea den Antiagstellem zu ul»erlassen, den ersten und 
dritten, die nicht eigentlich m den Bereith dei Sektion hLlen, von aich 
aus der Hauptversamralung voizulegen Feraei wurdf beschlosiien, die 
drei Antriige dea Herrn Laisant duich den DrucL m deut&chei und 
franzosischer Sprache vervielialtigen zu la&sen und sie m der zweiten 
Haupfcversammiujig untei die Mitgheder de*, Kongresaes zu verfceilen 

Herr Rudio verla& sodann die folgenden Satze wekhe von den 
Leitem des Institut intematioual de bibliographic m Briissel durch 
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Vermifctelung des Herm Field, des Direktors des internationalen Con- 
cilium bibliographicum in Ziirieb, der Sektiou zugegangeii waren: 

1" Dana I'ceuvre d'ensemble qu'a entreprise I'lnstitut international 
de bibliograpliie il faut que lea mathematiques soient representees. 
Un pen plus tot, un pen plua tard, ce sera une necesait^ absolue, Mieux 
vaut tot et avee I'aide du Congres international. 

2" Les mathemafcieiens ont leur classification. Elle est tres com- 
pliquee, bas^e snr des ideea tres modemea et encore pen connues. Cela 
a ete un obstacle a la diffusion de la bibliographie naatbematique. 
Or, il ne s'agit pas de remplacer ni de modifier cette classification, 
mais de la completer par I'emploi d'nne autre classification, la classi- 
fication deeimale, qui a sa place dana un cadre encyclopedique des 
sciences. Les fiches a publier porteraient lea deux notations ce qui 
serait avantageux pour tout le monde et genant pour personne. 

3" II faudrait. creer une Bibliograpbia mathematica de la littera- 
ture courante aui- le modele de la Bibliograpbia zoologica. Pour cette 
bibliograpbie courante la fonne des fiches publieea par Gautbier Yillara 
serait defectueuse en ce que plusieurs articles sont mentionn^s sur la 
mSme fiehe rendant impossible d'autres claasements parfciculiers et par 
nom d'auteur. 

4" La classification deeimale telle qu'elle est dana I'^dition anglaise 
a besoin de dereloppement. Lea eaaais qui ont ete faita pennettent de 
conclure que toutea lea diviaions creees par le Congres de Paris pourront 
y trouver place. La classification Dewey est autre et plus traditionnelle 
que la classification des math^matieiena. De bous esprits I'ont trouvee 
bien faite. 

En resume, nous voudrioiis obtenir du Congres qu'il sera cree une 
Bibliograpbia mathematica, qu'elle portera les symbolea de la classi- 
fication dea matbomatieiena, mais qu'elle sera faite aussi en concordance 
avee le Repertoire Bibliograpbique Universel en ce qu'elle sera publiee 
sur- fiches du format adopte et portera auasi les nombres de la 
classification deeimale. 

Auf der ursprilnglichen Traktandenliste befanden sich noch Tier 
weitere Vortrage, namlich; 

A. Markoff: „Sur I'edition des travaus de Tschebyschef", 

S. Griinther: „Das Problem der Erdgestalt in aeinen Beziehungen 

zu Mathematik und Pbysik", 
P. Rudio: Thema noch unbestimmt, 
G. Loria: Thema noch unbestimmt. 
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Die Herren Markoff und Loria wareii leider verhindert, zum Kon- 
gresse zu eracheinen; Herr Loria hatte aber sein Manuskriptr j^A-per^u 
sur le developpement liistoriqiie de la theorie des courbes planes" der 
Sektion eingesandt. Die Zeit war indeasen za sehr vorgescliritten, 
als dafs dasselbe, wie ■orspriinglicli beabsichtigt war, noch hatte ver- 
lesen werden kornieii. Die Sektion beaehlofs aber ausdrttcklicb, es in 
extenso in die Verbandiungen aufzuuehmen und so findefc ea sieb denn 
mit den Vortragen der Herren Zeutben und Enestrom in dem wissen- 
schaftlichen Telle abgedmckt. Mangel an disponibler Zeit veranlafstc 
leider aucb Herm Giintber, auf seinen Vortrag zu veraiebten. Herr 
Rudio endlicb batte die Absiebt gebabt, den vom 2. bis 4. August iu 
Brfiasel tagenden zweiten internationalen bibliograpbiscben Kongrefs zu 
besucben und iiber denaelben zu referieren. Die Vorbereitungen zu 
dem Ziireher Kongrefs, die ilm gegen Erwarten auch noch in den 
letzten Tagen ganz in Anspruch genommeu batten, maebten ihm aber 
die Reise nacb Briiasel uninoglich, sodafs das Referat dahin fiel. In- 
zwischen ist ein ausfiihrliclier Bericbt iiber den Verlauf und die Er- 
gebuisse des Brfisaeler Kongresses im ,,Bullefciu de I'lnstitut international 
de bibliograpbie (1897, fasc. 4^6)" erscbienen, und es genilgt daher, 
diejenigen, welche sich fiir Bibliogi'apbie interessieren, auf diese Publi- 
kation zu verweisen. 



Die Sifczung der fiinften Sektion seblofs By^ Ubr. Nach derselben 
demonstrierte noch Herr Field den naturwissenscbaftlicben Zettel- 
katalog, welcber von dem unfcer seiner Leitung stebenden Concilium 
bibliograpbicum in Ziirieh herausgegeben wird, und kniipffce daran 
einige Bemerkungen iiber das Zettelsystem. Besonders betonte er die 
Bedeutung der sogenannten Dezimaiklassiflkation fiir alle ahnlicben 
Arbeiten und empfabl wegen seiner grofsen Verbreituiig das Dewey'ache 
Sjatem. Einige Anwesende wandten gegen das System ein, dafs die 
ibm zu grunde liegende Klassifikation den modernen wiasenschaftbeben 
Brfordernisaen nicbt entspreche, aondem eine durcbaus veraltete Ein- 
teilung darstelle. Herr Field bebauptete dagegen, dafs wenigstens fiir 
die Wissensebaftcn, die vom Cooeilium bibliograpbieum bearbeitet wer- 
den, dieser ansebeinende Mangel in Wirklicbkeit ein grofaer Vorzug 
sei, denn das vorhandene litterarlsebe Material gliedere sieb niebt nacb 
den letzten wissenschaftlichen Begriffen, sondem gerade iiaeb jetzt ver- 
alteten. Die Physiologie z. B. sei eine reine Wissenscbaffc, allein die 
physiologische Litieratur gebore zur Medizin, wie aucb die pbysiolo- 
giscben Lebramter immer noch zu den medizinischen Fakultaten geboren. 
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Eiiic Trennung ware danii auch vom b i blio graph ischen Standpunkte 
aus hochst unzweckmafsig. 



Es eriibrigt noch, einige Worte iiber das ge sells ehaftliche Lebcn 
Ton dem zweiteii Kongrel'stage zu sagen. Das Komite hatte absicht- 
lieh von offiziellen festlieheii Veranstaltungeu fiir den Dienstag Uragang 
genommen, um den Teilnehmern eine gewisse Freiheit der Bewegung 
zu ermoglichen, Ein grofBer Teil der Gesellaeliaft fand sieh zum Mittag- 
essen in der Tonhalle ein, andere folgten PriYateinladungen oder 
riehteten aich sonst nach ikrem Belieben ein. Fttr den Nachmitbag 
waren die Damen bei Frau Schulratsprasident Bleuler eingeladen. 
Am Abend fanden sich die meiaten in der Tonhalle und im Belvoir- 
park zusammen; Feuerwerk und Illumination, ui-spriinglieh fiir den 
Montag projektiert, aber des Wefcters wegen Yersoboben, bezeiehneten 
den Schlnfs des zweiten Kongre 
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Mittwoch, den 11. Augnsi 

Zweite Hauptversammlung. 

Der Prasident, Prof. Geiser, eriiffnete die Sitzung um 9 TJhr mit 
einigen gesehaftlieheii Mitteilungen, Von Herrn Stadtrat Grob, von 
Herm Wunderly-v. Muralt, dem Prasidenten der kaufmannischen 
Gesellschaft, von Herm Prof. Koenigs und von Herm Prof. Cremona 
waren Begriifsungs-Schreiben eingegangen; femer Begrufaungs -Tele- 
gramme von der aehweizerisclien naturforsehenden Gesellsciiaft (Pra- 
sident: Prof. Forel) und vom Circolo matematico di Palermo (von 
Prof. Guocia unterzeiehnet), vermittelfc durch Prof. Gerbaldi; endlich 
das folgende Telogramm Fon Herni Hermite: 

Profeseeur Geiaer, Zuricli, Ecole poly technique. 

Je remereie avec emotion et du fond du cceur les membres dn 
Congrea international des matliematieiena, j'adresse a mes ehers collegues 
tons mea voaux pour un entier 3ueees de leur reunion dans I'iiiteret de 
notre science. 

Hermite. 



Der Prasident erteilte darauf Prof. Peano das Worf zu seinem 
angekijndigten Yortrage: „Logica raatematica." 

Nacli diesem Voi-trage fand eine turze Pause statt, welehe der 
Voratand zur Beratung der von Herm Laisant in der Sektion ffir 
Gescliiclite mid Bibliographic eingereichten Antrage benutzte. In dieser 
VorstandssitHung, der auch die Herrcn Laiaant und Vaasilief, als Antrag- 
steUer, beiwohnten, wurde beschlossen, die drei Laisant'sehen Anfcrage 
in euien einzigen zusammenzufasaen und dem Eongreaae die folgende 
Beaolution, deren Redaktion Herr Picard ubernonmien hatfce, vor- 
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Le bureau du Congres de Zurich eat constitue eu commission 
permanente, en execution do la resolution IV, pour etudier les questions 
qu'il jugera lea plus imporfcaates, parmi ceUes qui aont mentionnees 
au rapport du Comite preparatoire ou qui pourront lui etre soumisea. 
11 pourra s'adjoindre de nouveaux membres. II foumira a la Societe 
niathematique de France tous lea renseignementa utilea pour la prepara- 
tion du Congres de 1900. 

Das Bureau des Zureher Kongresses wird, gemafs der vierteu Reso- 
lution, als permanente Kommission bezeiehnet, mit dem Auftrage, die- 
jenigen in dem Referate des vorbereitenden Komites enthalteneii oder 
von auderer Seite ihm vorgelegten Fragen zu studieren, die es far 
besondera wiehtig erachtet. Es kami sich dui'ch Auftiabme weifcerer 
Mitglieder veratarken. Ea wird der Societe mathematique de France 
alle fur die Vorbereifcung des Kongresses von 1900 dienliehen Mit- 
teilungen zur Verfiigung ateUeu. 

Nachdem die Sitzung in der Aula wieder eroffnet war, legte der 
President dem Koi^esse die funf in dem Referate von Prof. Rudio 
entJialtenen Resolutionen vor. Ihr Wortlaut ist bereita mitgeteilt wor- 
den. Jede Resolution wurde deutscb und franzosiscli verlesen und 
darauf jede — die dritte nach einer kleinen, von Herrn Georg Cantor 
Torgeschlagenen redaktionellen Anderung — mit Acclamation an- 



Naeh Annahme der fiinften Resolution, der zufolge der zweite 
internationale Mathematiker-Kongrei's im Jahre 1900 in 
Paris stattfinden sollte, erbat sich Herr Felix Klein das Wort 
zu folgender Mitteilung: 

„Als derzeitiger Vorsitzender der deutschen mathematischen Ver- 
einigung wQnaehe ich eine doppelte Mitteilung zu raachen: 

zunacbst, dafs wir die Einladung zum zweiten intemationalen 
matbematjachen Kongresse naeb Paris fiir 1900 mit vielem 
Danke annehmen, 
sodann, dafs wir grofsen Wert darauf Icgen und cs uns zur 
besonderen Ehre anrechnen werden, den dritten intematio- 
nalen mathematischen Kongi'els in Deutscbland begriifsen 
zu diirfen. 
Es ware verfriibt, hieriiber jetzt schon nahere Festsetzungen treffen 
zu wolleu; es wiirde dieses auch dem Art. 2 der soeben von uns ge- 
;hen, dem zufolge jeder einzelne Kongrefe 
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liber den ihm folgendeu selbsbandig zu besehliefsen hat. Die deutsche 
mathematische Vereinigimg wird nieht yersaumen, seiner Zeit dem 
Pariaer Kongresse eine formelle Eiiiladung zu unterbreiten." 

Der in dieseu Worten des Herm Klein enthaltene Antrag fand 
alkeitjge Zustimmung. 

Der Frasideiit legte sodanii der Versammlung den oben mitgeteilten 
Antrag des Vorstandes vor, in welchen dieser die drei Laisaut'schen 
Antrage vereinigt batte. Der Antrag wurde in deatscher und franzo- 
aisciier Fassung yerlesen und sodann a!a sechste Resolution mit 
Aeclaraation angenomraen. Herr Laisant deponierbe hierauf bei dem 
Bureau seine Antrage, in der Originalfassung, mit folgenden Worten: 

„0n vous a distribue le texte imprime de trois propositions; elles 
ont ete redigees par MM. Vassilief, G. Cantor, Oltramare et par moi. 

Nous aYons, M. Vassilief et moi, eu I'honneur, d'Stre appeles tout 
a I'heure par le bureau, et nous nous sommes empresses d'adherer cor- 
dialement a la resolution que voua venez de voter, et qui evitait toute 
discussion. 

En consequence, nous nous bornons a deposer offieiellement entre 
les mains du bureau, transforme en commission permanente, le texte 
des propositions dont il s'agit. Ces propositions seront ainsi etudiees 
avee toute la maturite et tons les soins necessaires." 

Es folgte jetzt der Vortrag von Prof. F. Klein: „Z\\r Frage des 
hoheren mathematischen Unterrichtes." 

Damit war die Traktandenliste erschopft. Das Wort erbat sicli 
nun Prof. Brill, um an die Versammlung die folgende Ansprache ku 
richten: 

„Die Verhandlungen des Kongresses naben ihrem Bnde, und es ist 
wohl an der Zeit, dem Ziircher AusschuXs, der sich um das Zustande- 
kommen dieser so wohl gelungenen Versammlung Verdienste erworben 
hat, ein Wort des Dankes zu sagen. 

Etwas anderes ist es, festesfrohe Liederkranze oder Scbiitzen-Ver- 
bande zu einer Feier zu vereinigen, etwas anderes, die scliwerfliissige 
Masse einsiedleriscber Mathematiker zur Teiluahme an einem erst- 
maligen intemationalen Kongresse zu bewegen. Zwar durfte bei einem 
solchen Versuche die Sebweiz wegen ihrer centralen Lage, ihrer land- 
scliaftlichen Reize am ebeaten auf einen Erfolg reehnen. Und was 



y Google 



B, Verlauf ties Koagi-eases. 59 

eiiien anderen Vorzag angeht, so nihmt von seiner Heimafc schon 
Daniel Bernoulli in einem Briefe an Enler — wie B. Wolf's Biographieu 
zur Kolturgeschichte der Sehweiz berichfcen — : „Ich fiir meinen Teil 
bin so zu sagen ein anderer Menseh geworden ratione der Qesundheit, 
seitdem ich unserer guten Schweizer Lnft geniefse." 

Aber zu den Vorzugen des Landes mufste sich der gastliehe Sinn 
der Bewohner, zu der ehrwurdigen wiasenschaffclielien Tradition muTsten 
sich eiasiehtige und thatkraftige Vertreter der beutigen Wissensohaft 
geseilen, wenn ein erater Mathematiker-Kongrefs — eine Art von Sprung 
ins Dunkle — so gelingen sollte, wie wir dies erlebt haben. 

Mochte die pietatvolle Pflege, welcHe die Sehweizer Matliematiker 
dem Andenken ihrer grofsen Vorganger widmen, immer weitere Kreise 
Ziehen und unaerer Wissensebaft talentvolle Jiinger und begeisterte 
Verehrer zufiiliren. Wenn kierzu unsere Veraammlung in dieser Stadt 
etwas beigetragen liat, so ist das der teste Dank, den wir unseren 
Ziircher Kollegen fiir ihre opferbereite Gastfreundsehaft darbringen 
konnten." 



Nach Herm Brill sprach auch nocb Herr Laisant dem Organi- 
sationskomite seinen berzlichsten Dank aus. Er versicherte, alle Teil- 
nehmer wiirden den Ziircher Kongrel's in dem besten Andenken behalten, 
und fiigte sodann hinzu: 

„J'ai le droit aujourd'hui non pas de me glorifier mais de me 
feliciter d'avoir ete, avec mon ami M. Emile Lemoine, I'un des ouvriers 
les plus modestes, des la premiere heure, de cette ceuvre qiii aera utile 
et feconde, a la condition de conserver le caractere franehement inter- 
national qu'elle doit avoir et qu'elie a en a Zurich. 

Tons iei, quelle que soit la branche de la science mathematique 
que nous cultivons de preference, quelle que soit notre nationalite, 
nous avons cree entre nous des liens de sympathie d'autant plus solides 
qu'ils ont pour raison d'etre la recherche de la verite, et que la science 
doit surtout en proflter. 

Veuillez m'excuser de m'etre fait spontanement i'interprete des 
mathematiciens fran^ais. Ce role appartenait de droit a un autre, ayant 
pour cela I'autorite necessaire, a mon ami M. Picard, membre de ITn- 
stitut, Mais M. Picard doit prendre un pen plus tard, au banquet 
final, la parole au nom de tons ses compatriotes, et Ton ne sera pas 
prive du plaisir de Tentendre." 
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Nunmehr schlofs der Prasideiit, Hen- Prof. Geiser, den Kongrefs 
mit folgenden Worten: 



Hochgeehrte Versammlung ! 

Wir habeii unsere Traktandenliste erschiipft und weitere Gegen- 
staiide 7.ur Behandluiig sind nieht angemeldet worden, es bleibt mir 
also niir noch iibrig, im Namen des von Ihnen bestellten Komites die 
heutige zweite Hauptversammlung und damit den offiziellen Teil unaeres 
Kongresses zu scldiefsen. Zwar werden einige Stniiden frolier Gesellig- 
keit uns noch mannigfachen AnlaXs zu freundachaftlichem Meinunga- 
austausch iiber den Erfolg unserer Arbeit bieten. Erlauben Sie mir 
aber docb, jetzt schon dem Gedanken freudigen Ausdmck zn geben, 
der uns aEe im gegenwartigen Momente erfiillt: Die Moglichkeit, die 
Mathematiker der verscbiedensten Lander zu interesaanten und frueht- 
bringenden Verhandlungen, sowie zu lebendigem personlichem Verkebr 
zu vereinigen, ist dargethan und damit die Zuknnft der intemationajen 
Mathematiker-Kongresse gesichert. Und wenn ich im Auftrage meiner 
Zilrcher Kollegen Ihnen am Schlusse dieaer scbonen Tage ein herz- 
liebes Lebewohl zumfe, so darf ick wohl auch annebmen, ganz im 
Sinno der so licbenswiirdigen Einladung unserer Pacligenoasen aus 
Frankreicb zu sprechen, wenn icb binzufiige: 

Auf Wiederseben in Paris! 



Von ly^ bis 2 Utr fahrten mehrere auf einander folgende Estra- 
zuge die Matbematiker mit iliren Damen an? die Hobe des TJto, wo 
2yj Ubr das Schlufsbankett im renovierten Hotel Utliberg beganu. 
Den ersten Toast bracbte Herr Picard aus, als gegenwartiger Pra- 
sident der Societe matbematique de France, welcbe gemafs der ftinften 
Resolution mit der Vorbereitung und Organisation des zweiten inter- 
nationalen Matbematiker-Kongresaes betraut worden war. Herr Picard 
bielt folgende Rede: 
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Mesdames f-t Messieurs, 

C'est avec un grand regret que nous voyoiis arnVer la fin de ees 
trois jours de fSte. Kous conserTerons tous le meilleur souvenir de 
raimable accueil que nous avons re^u a Zvirich. On a deja adresse de 
chaleureux remerciments aux organisateurs de ee Congrfes; c'est du fond 
du ciBur que nous les renouvelons au moment de notre separation, en 
y asaociant tout partieulierement le noui de notre eminent president, 
le professeur Geiser. 

L'assemblee generale de ee matin a fait a la Societe mathematique 
de France I'honneur de la clioisir pour preparer le Congres de 1900. 
Permetfcez a son president de Ten remercier vivement. Je ne puis, en 
eette qualite, faire un meilleur vceu, que de souhaiter a la Societe 
mathematique de reussir aussi bien que les mathematiciens de Zurich 
dans une taehe qui ne laisse pas que d'etre delicate. 

Le succes de notre premiere reunion est un gage de favenir de 
I'institution qui vient d'etre fondee. II temoigne de la cordialite qui 
s'etablit vite eiitre des homines desinteresses n'ayant d'autre souci que 
la recherche de la verite. Ce sera aussi un des resultats de ces 
congres que de voir plus d'eelectisme se r^pandre entre les diverses 
methodes scientiflques. Nous n'avons pas tous, fort heureusement, les 
memes tendances d'esprit. Les uns, par exemple, eclaireurs de la 
science, preferent les i-egions inexplorees et posent dea jalons pour 
I'avenir; d'autre aiment mieus les etudes que I'on pout pousser jusqu'^ 
leur dernier terme. Les premiers font sauter les rochers la oil les 
autres traceront plus tard la grande route. Celui-ci aimera Ei voir les 
choses sous une forme geometrique, tandis que celui-ia preferera les 
formules algebriques. Nous avons aussi nos mathematiciens philo- 
sophes, et ce siecle finissant voit, comme en d'autres ages, la mathe- 
matique en grande coquetterie avec la philoaophie. Cela est pour le 
mieux, a condition toutefois que eette pbilosophie soit tres tolerante 
et qu'elle n'etouffe pas I'esprit d'invention. 

Gardens nous d'etre exclusifs, et ayons pour tous lea travailleurs 
conseiencieux la meme sympathie. Souvenons-nous aussi que dans les 
mathematiques, comme dans les toilettes des dames, la mode n'est pas 
sans exercer une certaine influence. 

Je bois, mesdamea et messieurs, a la cordialite entre les mathe- 
maticiens de tous lea pays et a I'union de plus en plus profonde et 
f^eonde entre les differentes tendances de I'esprit mathematique. 
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Nach Herrn Pieard sprachen noch Herr Moritz Cantor (auf die 
Damen), Hen- Stephanos (auf Ziirich, als das schweizerische Atben), 
Herr Gordan {auf Brioseiii), Herr Boiigaiev und Herr Tarry. 

Das Bankett endete um 4 Uhr. Der weitaus grofste Teil der 
Gesellsehaft aber blieb bis zum spateren Abend auf der aussiehta- 
reiehen Hohe vereinigt. Das Wetter war unyergleiehlich ; kein Woltchen 
triibte die strahlende Blaue des Himnieb, Die Schneebei^e hatten sich 
zu Ehrea der Mathematiker mifc ihrem schonsten Hennelin gesehmiickt, 
Santis, Gflarnisch und Todi, die Umei, Eugelbeiger und Berner Ober- 
lander Alpen, vom Finsteraarhom bia 7ui Diablereta, wetteiferten in 
dem Bestreben, den Glanz des Tages zu eihohen In vollen, kraftigen 
Akkorden sollte das Finale der drtittigigeu Mathematiker-Symphonie 
ausklingen. 
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Verzeiehiiis der Scliriften, 

welciie von ihren Verfassern^ Herausgebern oder Verlegem in einer 

grofseren Anzali] von Esemplaren dein Kongrei's uberreieht und zur 

freien Verfuguiig der Teilnehmer gestellt worden waren. 

1) J. H. Graf in Bern: Verzeichnis der gedmckten mabhematischen, 

astrOQomisehen und physikaliaehen Doktor-Dissertationen der 
schweizerischen Hoehsehulen bis zum Jahre 1896. 
(Separat-Abdruck aus den „MitteiIiiiigen der naturforschen- 
den Gesellachafb in Bern, 1897.") 

2) W, L. Hertslet: Spiegelungen zwischen Axitbmetik iind Geometrie. 

(Druck und Verlag von Drowifczsch u. Sohn in Berlin.) 

3) TJIrieo Hoepli in Mailand: Die folgende KoUektion seiner 

Manuali: 

a) F. Aschieri, Geometria analitica del piano, 

b) „ „ „ dello spazio, 

c) „ „ deserittiva, 

d) „ „ projettiya del piano, 

e) „ „ „ deUo spazio. 

f) C. Burali-Forti, Logiea mafcematiea. 

g) E. Pascal, Caleolo inflniteaimale. 3 Teile. 
h) „ Esereizi di calcolo infinitesimale. 
i) „ Determinanti. 

k) „ Funzioni ellittiche, 

4) C. A. Laisant und B. Lemoine in Paris: Note betrefi'end die 

internationalen Mabheraatiker-Kongresse und den Inter- 
mediaire des Mathematieiens. 

5) G. Peano in Turin: Logique matbematique. 

(Formuiaire de mabhematiqnes, T. II, § 1. Turin 1897.) 

6) Hermann Scheffler in Braunscbweig: 

a) Die Grundfesten der Welt. Braunschweig 1896. 

b) Das Wesen der Mathematik und der Aufbau der Welt- 
erkenntnis auf mathematisclier Gnindlage. 2 Bde. Braun- 
schweig 1896. 

c) Vermischte mathemabisehe Schi-iften. Braunschweig 1897, 
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64 I- Teilr Torgeaehichte und Verlauf des Koiigreases, 

7) v. H, Sclioute in Gromngen: Bevue semestrielle des publieations 

mathematiques redigee sous les auspices de la Societe mathe- 
matique d' Amsterdam. Tables des matieres contenues dans 
les einq volumes 1893^1897 suiyies d'une table generate 
par noms d'auteurs. (Specimen.) 

8) E. Sehultz in Doisburg: Vierstellige matbematiaebe Tabellen. 

Essen 1897. (Probes eiten.) 

9) H, Valentiner in Kopenhagen: Remarques Bur les memoircs 

contenus dans le premier fascicule des „(Euyres scientifiques" 

de L, Lorenz publiees aus frais de la fondation Carlsberg, 

(Extrait du Bulletin de 1' Academic Royale des Sciences et des 

Lettres de Danemark, Copenbague, pour I'annee 1896.) 

10) A, Vassiiief in Kasan: Veracbiedene Veroffentlicbungen der 

pbyaikalisch-matbematiscben Societat in Kasan (Separat- 
abdriicke), darunter Denkschriften auf Lobatschewsky, Ab- 
bandluugen von Hermite u, a. 

11) Diverse Prospekte, Kataloge etc. etc. 

Das Organisationskomite benutzt gerne die Gelegenheit, auch an 
dieser Stelle alien jenen Gebem seinen verbindlicbsten Dank auszu- 
sprechen. 

Die erwahnten Schriften — zu denen aueb nocb die durcli das 
Komite herausgegebencn (siebe Seite 22 und 47) hinzuzuzablen sind — 
konnten in dem Auditorium 10", welches fiir die ganze Dauer des Kon- 
grosses als Post- und Korfespondenzzimmer eingencbtefc war, bezogen 
werden. In diesem Zimmer standen den Kongrelsteilnehmeru fiber- 
dies jeder Zeit die erforderUclion Korrespondenzmateiialien, wie Bi'ief- 
papier, Couycrts, Briefmarken, Postkarten etc zui Ireien Verfugung. 
Zui" Besorgung von Brief en und Telegrammen war ein besonderer 
Postdienst eingericbtet. Das Korrespondenzzimmer wurde wahrend der 
ganzen Dauer des Kongresses sebr fleilsi4^ benutzt 
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Verzeichnis der Teilneiiuier. 

Aekerraann-Teubner, Alfred, Verlagsbuehhandler, Leipzig, Post- 
strafae 3. DmtSiMand. 

Frau Marie Aekerniann. 

Aesehlimann, Ulrich, Professor am Gymnasium, Winterthnr, Neii- 
wiesenstrafse 7. Sckweiz. 

Affolter, Ferdinand Gabriel, Oberst, Professor am Polytechniknm, 
Ziiricli V, Zeltweg 53. Schweig. 

Amberg, Ernst, Assistent am Polyteehnikum, Ziii'ieli. (Seitdem Pro- 
fessor an der Kantonssehule, FrauenfeH, Spannerstrafse.) Schweig. 

Andrade, Jules, Professor an der Faeulte des sciences, Rennes, 
Boulevard Sebastopol 16. Franltreidt. 

Aator, Auguste, Professor an der Facidte des sciences, Grenoble, 
Place Victor-Hugo 11. Frankreich. 

Autonne, Leon, Ing^nieur des ponts et cliaussees, Maitre de Con- 
ferences an der Univeraitat, Lyon, ftue Mont-Bernard 9. Frank- 
reich. 

Avillez, Jorge F. d', Vicomte de Reguengo, Portalegre. Portugal. 



Beeard, Andre, Ingenieur des arts et manufactures, Repefciteur an 

der Eeole Centrale, Paris, Rue de Miromesnil 2. Frankreich. 
Beke, Emanael, Professor am kgl. TJbungsgyniiiasium der Professoren- 

bildungs-Anstalt, PriTatdocent an der Universitat , Budapest, 

Damjanichgasse 50. Ungarn. 
Bendixson, Ivai- Otto, Doeent an der Ilochschnle, Stockhoim, 

Hol^ndaregatan 21 A. Schtveden. 
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Bertsch, Ferdinand, Direktor des Instituts Concordia, Ziiricli V, 

Hofackeratrafse 11. Schwds. 
Frau Berbsek 
Besso, Miehel Angelo, Ingenieur, Winterthur, Schaffliauserstrafse 5. 

Sch/weis. 
Beyelj Christian, Privatdocent am Polytechmkum, Ziirich I, Leon- 

hardafcrafse 1. Sehw^^. 
Bleuler, Hermann, Oberst-Armeekorpskommandant, Prasident des 

sehweizerisehen Sebulrates, Zurich V, Zolliker Strafae 32. Schwm. 
Frau Bleuler. 
Bleuler,Konrad, Regiemngsrafc, Ziirich VjZolUkerStralse 177. Schwek. 
Bordiga, Giovanni, Privatdocent an der Universitab Padua uud Pro- 
fessor am Istituto Tecnico in Venedig, S. Lio. Italien. 
Frau Bordiga. 
Borel, Emile, IMaitre de Conferences an der Ecole Normale Supe- 

rieure, Paris, Rue Toullicr 7. Framkrdch. 
Bongaiev, Nikolaus, Professor an der Universitat, Moskau, Arbat, 

Deneschnij Pereylok Hans Rachmanoff. Rufsland. 
Bouton, C. L., stud. math. (Leipzig), St. Louis. U. S. A. 
Bretsehneider, Wilhelm, Professor an der Eealanstalt und Doeent 

an der Teohnisehen Hochschule, Stuttgart, Reinsburgstrafae 57. 

Deidschlamd. 
Brill, Alexander v., Professor an der Universitat, Tiibingen, Heehinger 

Strafse 14. Dmtschland. 
Brioschi, Francesco, Professor, Direktor des Istituto Tecnico Supe- 

riore, Mailand, Via Senate 38. Italim. Gestorben am 13. De- 

zember 1897. 
Brunn, Hermann, Privatdocent an der TJniversitat und Bibliothekar an 

der Technischen Hochschule, Miinchen, GiselastraJse 27. Dmtsch- 

Jand. 
Bfltzberger, Fritz, Professor an der Kantonssehule, Ziirich IV, Neue 

Beckenhofstrafse 19. Sckweis. 
Burali-Forti, Cesare, Professor an der MHitar-Akademie, Turin, Via 

Gioberti 43. Italim. 
Burgatti, Federico, Ingenieur, Cento, Provinz Ferrara. Italien. 
Burgatti, Pietro, Assistent an der Universitat, Rom, Via Principe 

Amedeo, 175. Italien. 
Burkhardt, Heinrich, Professor an der Universitat, Zurich V, Kreuz- 

platz 1. Schweis. 
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Cahen, Eugene, Professor am Lyc«eCondorcet, Paris, Rue desVignes39. 

Fravkreich. 
Cailler, Charles, Professor an der Universitat, Genf, Rue de I'Eeole 

de Chimie 4. Schweig. 
Cantor, Georg, Professor an der Universitat, Halle a. S., Handel- 

strafse 13. Deidschlamd. 

Fraulein E. und G. Cantor. 
Cantor, Moritz, Professor an der Universitat, Heidelberg, Gaisberg- 

strafse 15. Deutschland. 
Cardinaal, Jakob, Professor an der Teclmisclien Hoehschule, Delft, 

Oranjeplantage 35. Holland. 
Castellano, Filiberto, Professor an der Militar-Akademie, Turin, 

Corso Vittorio Emanuele 16. Italien. 
Czuber, Emanuel, Professor an der Technisehen Hoehschule, Wien HI, 

NeuIinggMse 3. Oest&reich. 



Dantscher, Victor \., Professor an der Universitat, Graz, Rechbaner- 

atrafse 29. Oesterrekh. 
Frau T. Dantseher. 
Delaunay, Kikolaus, Professor am Agronomisehen Inatitut, Nowo- 

Alexandria, Gouvernement Lublin. Bufsland. 
Dickstein, Samuel, Professor, Warschau, Marzatkowska, 117. Eufs- 

land. 
Droz, Auguste, Professor am Gymnasium, Lausanne, Clos du Matin 3. 

Schweig. 
Dumas, GustaTe, Assistcnt am Polytechnikum, Ziirich I, Bahnhof- 

strafae 2. Schwm.0. 
Dyck, Walter, Professor an der Technisehen Hoehschule, Miincheu, 

Hildegardstrafse ly^. Deidschland. 



Emeh, Arnold, Lehrer am Technikum, Biel, Geselischaftsstrafse 5. 

Sckweiz. 
Enestrom, Gustaf Hjalmar, Bibliothekar an der konigl. Bibliothek, 

Stockholm, Brahegatan 43. Schweden. 
Enriquea, Pederigo, Professor an der Universitat, Bologna, Vicolo 

S. Giuliano 6. Italien. 
Ernst, Heinrieh, Regie run gsrat, Zarieh, Winterthur. Sdaveiz. 
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FanOj Gino, Professor, Assistent und Privafcdocent an der Universitat, 

Rom, Via Naaiooale 215. Italien. 
Pehr, Henri, Privatdocent an cter Uniyersitat, Genf, Rue GreTray 19, 

Schwds. 
Ferber, Perdiiiand, Capitaine, Professor an der Eeole d'appHcation de 

I'artillerie et du geaie, Fontainebleau, Rue d'Ayon 17. Franlcreich. 
Fiedler, Ernst, Professor an cfer Kantonssehule und Privatdocent am 

Polyteebnikum, Ziirich V, Englisches Viertel 57. Schwei^. 
Finger, Josepb, Professor an der Techniscben Hocbsohide, Wien IV, 

AUeegasse 35. Oesterrmck. 
Flatt, Robert, Lehrer an der Realsebule imd Privatdocent an der 

Universitat, Basel, Margarethenstrafae 77. Schweis. 
Franel, Jerome, Professor am Polyteebnikum, ZUrlcb V, Sophien 

sfcrafae 16. Schwm. 
Fredbolm, Ivar, Dr.phil., Stockholm, Stora Badstugatan 44, Schwedeti. 
Friesendorff, Tbeopbil, Oberlehrer an den reformierten und Kireben- 

sebulen, Assistent am Institut fiir Strafsen- und Wasserbau- 

ingenieure, St. Petersbui-g, Grofse Podjatsebeskaja 23. Bufsland. 



Ganter, Heinrieh, Professor an der Kantonssehule, Aarau, Jenseits 

der Aare 294. Schweis. 
Gasco, Luis Gonzaga, Professor an der UniTersitat, Valencia, Heman 

Cortes 25. Spanien. 
Fran Gasc6. 
Oautbier-Villars, Albert, Imprimeur-Libraire, Paris, Qnai des 

Grands-Augustins 55. Frtmkrmch. 
Fran Gautbier-Villars. 
Geiser, Carl Friedrieh, Professor am Polyteebnikum, Ztirich, Kus- 

nacbt. Schwm. 

Frau Emma Geiser. Frauleiii Cb. und H. Geiser. 
Gerbaldi, Francesco, Professor an der Universitat, Palermo, Via 

Gaetano Daita 11. Italien. 
Geriaeb, Rudolf, Lehrer am Seminar, Kusnaoht bei Zurich. Schwets. 
Girardville, Paul Nicolas, Capitaine d'Artillerie, Montreuil sons 

bois bei Paris, Rue Miehelet 6. Frankreich. 
Gordan, Paul, Professor an der Universitat, Erlangen, Spitalstrafse 35. 



Graf, Jobann Heinrieh, Professor an der Universitiit, Bern, Wyler- 
straTse 10. Sdiwm. 
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Grave, Demetrius Alexander, Professor am Institut fur Strafsen- 

und Wasserbauingenieure and Privatdocent an der TJniTersitat, 

St. Petersburg, B. 0., 14 Linie, 31. Sufsland. 
Gfrob, J, Kaspar, Stadtrat, Zurich I, Untere Zaune 17. Schweis. 
Grobli, Walter, Professor an der Kantonsschule, Zurich T, Platten- 

sfcrafse 64 Schwds. 
Gnbler, Eduard, Lehrer an der Tochtersehule und Privatdoc«nt an 

der Univeraitat, Ziirieh IV, UniverBitatsstrafse 18. Sehweiz. 
Giinther, Siegmund, Professor an der Teehnischen Hoohsehule, 

Miinchen, Ahademieatrafse 5. Dmdschland. 
Guinand, Ernest, Lehrer am Teehnikum, Biel, Florastrafse 9. Schweis. 
Gutzmer, August, Priyatdocent an der Universitiit, Halle a. S., 

Gartenatrafse 5. Deuischland. 
Frau Gutzmer. 
Gjsel, Julius, Professor am Gymnasium, Schaffhausen , Tamier- 

gal'schen 13. Sckiveiz. 



Ha rkn ess, James, Professor am College, BryaMawrjPennsylyama. JJ-S.A. 
Hartogs, Fritz, stud, math., Vertreter des mathematischen Vereins der 

Universitat Berlin, Miinehen, There siensfcrafse 34. Deatsckland. 
Hasler, Elias, Stadtrat, Zurich II, Seeatrafse 137. Schweis. 
Hausdorff, Felix, Privatdocent an der Universitat, Leipzig, Nord- 

strafse 58. Bmtschltmd. 
Hermes, Oswald, Professor an der Artillerie- und Ingenieurschule, 

Berlin, Steglitz, Lindenatrafse 35. Bmtschland. 
Herzog, Albin, Pi'ofessor, Direktor des eidgenossischen Poljtechni- 

kums, Ziirieh V, Neptmistrafse 29. Schweis. 
Hirsch, Arthur, Professor, Assistant und Privatdocent am Polytech- 

nikum, Ziirieh V, Freie Strafse 5. Schwdz. 
Hobson, E. W., Lecturer am Christ's College, Cambridge. England. 
Hoepli, Ulrico, Editore-Libraio, Mailand, Galleria de Christoforis 

59—63. Italien. 
Huber, Gottlieb, Professor an der Universitat, Bern, Alpeneekstrafse 9. 



Hurwitz, Adolf, Professor am Polytechnikum, Ziirieh I, Falkengasse 15. 

Schweis. 

Frau Ida Hurwitz. 
Hurwitz, Julius, Privatdocent an der Universitat, Basel, Allschwiler- 

strafse 3. Schweis. 
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70 I. Teil; Vors^fschiclite \m<\ Vevlanf des Kongresses, 

.Taceottet, Charles, ProfeS'Jor an der Ecole industrielle eaiilonale, 

LauBBJine, Lutry Schweu: 
Jaequet, Pierre Bdouard Charles, Professor am Lycee Mareeau, 

Chartres, Rue des Vieux Capucins 21 his, FranJcreich. 
Frau Jacquet. 
Janiseh, Eduard, wirklicLer Lehrer an der Staatsgewerhesclmie, 

Bielitz, Giaelastrafse 23. Oesterreich. 
Jegher, August, Ingenieur, Prasideiit der Gesellschaft ehemaliger 

Studierender der eidgenossischen polytechnischen Schule (G. e.P.), 

ZSrich IV, Sonneggstrafse 16. Sckwm. 

Frau Jessel, Golfo Juan, Alpes maritimes. Frankreiek. 
Imher, Alexandre, Directeur des etudes an der Ecole Centrale, Paris, 

Rue Montgolfier 1. Frankreich. 
Imllof, Eugen, Professor am Gymnasium, Schaifhausen, Steigatrafse 78. 

Sckweig. 
Joukowsky, Nikolaus, Professor an der TJniversitat, Moskau. Itufs- 

land. 
Juel, Christiau Sophus, Decent an der Poly tech macheo Schule, 

Kopenhagen, Bomersgade 9. DcinemarJc. 
Jiirgens, Enno, Professor an der Teehnisehen Hochschule, Aachen, 

LudwigsaUee 79. Deutschland. 
Frau Jflrgens. 
Jung, Giuseppe, Professor am Istituto Tecnico Superiore, Mailand, 

Via BorgonuoTo 9, Italien. 

Frau Jung. Fraulein Jung. 



Karamata, Konstantin, Professor am Realgymnasium, Mitrovitz, 

Fruska-Gora Strafse 29, Slavonien. Oesterreichr (Jngam. 
Kiefer, Adolf, Professor, Lehrer am Institut Concordia, Zurich V, 

Hegihachstrafse 1. Schwm. 
Klein, Felix, Professor an der Universitat, Gotiingen, Wilhelm Weber- 

Strafse 3. Deiitschland. 
Kleiner, Alfred, Professor an der TJniversitat, Vertreter der Nafcur- 

forsehenden Gesellschaft, Zurich IV, Sumatrastrafse 24. Schwds. 
Kobald, Engelhert, Professor an der Bergakademie, Leoben, Erzherzog 

Johann-Sfcrafse 148. Oesterreich. 
K.obh, Gastaf, Dooent an der Hochschule, Stockholm, Humlegards- 

gatan 4. 
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Koeh, Helge v., Docent an der Hochscliule, Stockholm, Djiirsholm. 

Schweden. 
Kohn, Guatav, Professor an der Universitat, Wieii I, Schottenring 15. 

Oesteyreich. 
Korteweg, Diederich Johannes, Professor an der Universitat, 

Amsterdam, Vondelstraat 104 P. Holland. 
Kraft, Ferdinand, PriTatdoeent am Polytechnikum und an der Uni- 

versitiit, Zurich IV, Bolleyatraise 5. Schweig. 
Krause, Martin, Professor an der Teehnischen Hochschule, Dresden-A., 

Kaitzerstrafse 12. DeutscMand. 
Krazer, Adolf, Professor an der Unifersitat, Strafsburg, Vogesen- 

strafse 10. Dmtsdiland. 
Prau Kraaer. 
Kiinzler, GustaT, Aasistent am Polytechnikum, Ziirich V, Utlihliek. 

Schweiz. 
Ktirschak, Josef, Professor am Polytechnikum, Budapest 11, Erz- 

herzog Albrecht-Strafse 14. JJngani. 
Frau Ktirschak. 



Lacombe, Marius, Professor am Polytechnikum, Zurich V, Kreuz- 

platz 1. Schweis. 
Laisanfc, Charles Ange, Repetiteur an der Ecole Polytechnique, 

Paris, Ayenue Victor-Hugo 162. Frankreich. 
Lampe, Emil, Professor an der Technisehen Hochschule Charlotten- 

burg, Berlin W., Knrfurstenstrafse 139. Bmtschhnd. 
Frau Lampe. 
Landsberg, Georg, Professor an der Universitilt, Heidelberg, Sand- 

gasae 5. Deutschkmd. 
Larmor, Joseph, Lecturer am St. John's College, Cambridge. Eri^lmid. 
Laugel, Leonee, Golfe Juan, Chalet des Bruyeres, Alpes maritimes. 

Frarikreich. 

Frau Laugel. 
La Vallee Poussin, Charles Jean de. Professor an der Universitat, 

Lowen, Rue de Namur 190. Belyien. 
Lerch, Mathias, Professor an der Universitat, Freiburg, Misericorde, 

Villa Bardj. Schwets. 
Leyi-Civita, TuUio, Professor an der UniTersitat, Padiia, Via S. 

Gaetano 3394. Italien. 
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Lindelof, Ernst, Doeent an der Universitat, Helsingfors, Boulcvards- 

gatan 12. Finland. 
Lindelof, Lorenz Leonliard, Wirkliclier Sfca.afcsrat, Direktor der 

Centralverwaltung der Schulen Finlands, Hebingfors, Boule- 

vardsgatan 12. Finlmid. 
Fraulein Lindelof. 
Lombardi, Luigi, Assistent und Privatdoeeiit am Polytechuikum, 

Ziirich V, Freie Strafse 53. Schwm. (Seitdem Professor am 

Museo industriale, Turin. Italim.) 
Looser, Friedrich, Ingenieur, Zurieh I, Borsenatrafse 16. Schwm. 



Mackay, John S., Edinburgh, Northumberland Street 69. SchotUaiid. 
Mansion, Paul, Professor an der Universitat, Gent, Quai des Domi- 

nicains 6. Belgien. 
Maaaarini, Camillo, Advokat, Rom, Via Nazionale 158. Italien. 
Maasarini, Fraulein Iginia, Dr. phil., Rom, Via Nazionale 158. 

Italien. 

Frau Teresa Massarini. 
Maurer, Ludwig, Professor an der TJniversitat, Tiibingen, Uliland- 

skaXse 22. DeutscMcmd. 
Mayer, Adolph, Professor an der TJniversitat, Leipzig, Konigstrafse 1. 



Mehmke, Rudolf, Professor an der Techniachen Hochschule, Stutt- 
gart, Immenhoferstrafse 4. Deutschland. 
Mellin, Hjalmar, Professor an der Universitat, Helaingfors, Wladi- 

miragatan 23. Finland. 
Mertens, Franz, Professor an der UniYersitat, Wien III, Stamm- 

gasse 9. Oesterreich. 
Meyer, W. Franz, Professor an der TJuiversitilt, Konigsberg i. Pr., 

Mitteltragheim 39. BmtscJiland. 
Mineur, Adolphe, Professor an der Universitat, Biiissel, Rue de la 

Vietoire 97. Belgim. 
Minkowski, Hermann, Professor am Polytechnikum, Ziiricii V, Mittel- 

strafse 12. Schweia. 
Mittag-Leffler, Magnus Gusfcaf, Professor an der Hochschule, 

Stockholm, Djursholm. Schweden. 
Moser, Christian, Mathematiker des Industrie -Departementg und 

Privatdocent an der Universitatj Bern, Oberweg 8, Scktveis. 
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Naetsch, Emil, Privatdoeent an derTeehnisehen Hocliscliule, Dresden- A., 

GluekstraTse 6. Deutsckland. 
Niewenglowski, benjamin, Inspeeteur d'Aeademie, Paris, Rue de 

I'Arbalete 35. Frankreidi. 
Noetlier, Max, Professor an der UniTersitat, Erlangen, Niirnberger 

Strafse 32. Beutschland. 



Ohlhausen, G, B., stud, math., St. Louis. U. S. A. 

Oltramare, Gabriel, Professor an der Universitat, Genf, Rue des 

Grottes 21. Schwets. 
Onofrio, Georges, Professor an der Uiiiversite catholique,.Lyon, Avenue 

de Noailles 60. Frankreich. 
Osgood, William Fogg, Professor an der Universitat, Cambridge, 

Mass. U. S. A. 



Fade, Henri, Maitre de Conferences an der Universitat, Liile, Place 

Riehebe 11. Frankreich. 
Fran Pad4 
Papperitz, Erwin, Professor an der Bergakademie, Freiberg i. S., 

Weifsbachstrafse 5. Dmtschkmd. 
Peano, Giuseppe, Professor an der Universitat und der Militar- 

Akademie, Turin, Via Barbarous 4. Italien. 
Pelletan, Andre, Professor an der Eeole des Mines, Paris, Quai 

Debilly 10. Frankreich. 
Perrin, Elie, Professor, Paris, Rue Lamande 7. Frankreich. 
Pfenninger, Arnold, Direktor des Seminars, Kiisnacht bei Ziii-ich. 



Picard, Emile, Professor an der Universitat, Paris, Rue Soufflot 13. 

Franlnreich. 
Pierpont, James, Professor an der Yale University, New Haven, 

Howard Avenue 357. Conn. U. S. A. 
Pineherle, Salvatore, Professor an der Universitat, Bologna, Via 

GalUera 62. Italien. 
Polignae, Prince Camillo de, Cannes, Villa Jessie. Frankreich. 
Pringsheim, Alfred, Professor an der Universitat, Miinchen, Arcis- 

Strafse 12. Beutschland. 

Frau Hedwig Pringsheim. 
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Ptaszycki, Johann v., Privatdocent an der Univemtat, St. Peters- 
burg, Nadesehdinskaja 11, log 20. Rufsland-. 



Quiquet, Albert, Aetuaire de la C'* d'Assuranees sur la Vie La 
Nationale, Paris, Boulevard St. Germain 92. Frankreich. 



Rados, Gustav, Professor am Polytechnikum, Budapest VII, Csengery- 

Gasse 1. Ungwm. 
Rebsfcein, Jakob, Professor an der Kantonsschule und am Poljteohni- 

kum, Zurich V, Hegibaclistrafse 52. Schwm. 
Beieh, Karl, Privatdocent an der Teehnischen Hochschule, Wien IX, 

Micbelbeurengasse 2. Oesferrdck. 
Reuselile, Carl, Professor an der Technisehen Hocbscliule, Stuttgart, 

Lerchenstrafse 5. Deutschland. 
Fran Reuscble. 
Reyo, Theodor, Professor an der Universitat, Strafeburg, Brant- 

platz 3. Deutschland. 
Ricci, Gregorio, Professor an der Universitfit, Padua, Piazza Vittorio 

Emanuele II 2639. Italim. 
Rudio, Ferdinand, Professor am Polytechnikum, Ziirieh V, Feldegg- 

straTse 64. Schwds. 

Frau Maria Rudio. 

Fraulejn Elisabetb Rudio, Wiesbaden. Dmtschland. 



Saussure, Rene de, Professor an der katbolischeu Universitat, 

Wasbiugton, D. C. U. S. A. 
Schiff, Peter v.. Professor an der Artillerie-AJiademie, St. Petersburg, 

Fontanka 112, log 2. Rufslcmd. 
Schiff, Frau Vera v., Professor an der Universitat fiir Damen, St. 

Petersburg, Fontanka 112, log 2. Rufsltmd. 
Sehleiermaclier, Ludwig, Professor an der Forstlehranstait, Aschafl'en- 

burg, Glattbaeber Strafse 2. Dmtschland. 
Schoenflies, Arthur, Professor an der Universitat, Gottingen, Niko- 

lausbei^er Weg, Dmtschland. 



y Google 



B. Vcrlauf rtes Kongrosscs. 75 

Scholtz, August, Professor an der Universitai, Budapest VI, Rozsa- 

uteza 46. Ungam. 
Frau Scholtz. 
Schottky, Friedrich, Professor an der Universitat, Marburg, Bar- 

fiifserthor 14. Dmtschlamd. 
Sehoute, Pieter Hendrik, Professor an der Universitat, Groningen, 

Schoolholm, G. 17. Holland. 
Schroder, Ernst, Professor an der Teehnischen Hoehsehule, Xarls- 

ruhe, Gottesauersti-afse 9. Deutschland. 
Schumacher, Robert, Reallehrer an der Realschule, Augsbm^. 

Deutscklcmd. 
Schur, Friedrich, Professor an der Teehnischen Hochschuie, Karls- 
ruhe, Westendstrafse 46. Deutschland. 
Scott, Fraulein Charlotte Angas, Professor am College, Bryn Mawr, 

PennsylTania. U. S. A. 
Segre, Corrado, Professor an der Universitat, Turin, Corso Vittorio 

Emanuele 85. Italien. 
Seliwanoff, Demetrius, Professor am Teehnologischeo lustitut und 

Privatdoeent an der Universitat, Bt. Petersburg, Fontanka 116, 

log 16. Rufsland. 
Sidler, Georg, Professor an der Universitat, Bern, Christoffelgasse 4. 

Schweis. 
Stephanos, Cyparissos, Professor an der Universitat, Athen, Rue 

de Solon 20. Griechmland. 
Sterneek, Robert v., Privatdocenfc an der Universitat, Wien VIII, 

Josefstadterstrafse 30. Oesterreich. 
Stiekelberger, Ludwig, Professor an der Universitat, Freiburg i, B,, 

Baslerstrafse 38. Deutscklcmd. 
Stodola, Aurel, Professor am Polytechnikum, Zurich V, Freie Strafse 62. 

Schtceii). 
Suter, Heinrich, Professor an der Kantonsschule, Ziirich, Kilchherg. 

Schwm. 



Tallquist, Hjalmar, Decent an der Universitat und am Polytechni- 
kum, Helsingfors, Wladimiragatan 17. Finland. 
Tarry, Harold, Ancien Inspeoteur des finances, Paris, Rue Descartes 21. 

Frankreich. 
Tauber, Alfred, Privatdocent an der Universitat, Wien VI, Gumpen- 

dorferstrafse 63. Oesterrekh. 



y Google 



76 I. Toil; VorgeBciichte und Verlituf lies KougreBses, 

Tichomandritzky, Matthaus, Professor an (!er Universitat, Charkoff. 
RufsJand. 



Vacea, Giovanni, Genua. (Seitdem Assistent an der Universitat, 

Turin.) Italien. 
Valentiner, Hermann, Professor an der Militarschule, Kopenhagen, 

Ceresvei 12. DUnemarh. 
Varidak, Vladimir, Privatdoeent an der UniversibSt, A^iam Fianz 

Joseph's Platz 6, Croatien. Oesterreich-TJnga/m 
Vassilief, Alexander, Professor an der Universitat, Kas^n B,u[&tanrl 
Veronese, Giuseppe, Professor an der Universitat, Padua lialan 
VicaJre, Eugene, luspecteur general des Minos, Professoi an der 

Eeole des Mines, Paris, Rue Gay-Lussac 30. Ftanltoch 
Volterra, Vito, Professor an der Universitat, Turin, Via & Qum 

tino 45. Italien. 
VonderMilhll, Karl, Professor an der Universitat, Easel, Asehen- 

vorstadt 72, Schwein. 



Frauleiu Emma Wagner, Mentone. Frankrekk. 
Weber, Eduard v., Privatdoeent an der Universitat, Munehen, Konigin- 

strafee 5. Deutschlmid. 
Weber, Heinrich, Professor an der Universitat, Sti-afsburg, Goethe- 

strafse 27. Deutschlmid. 
Weber, Heinrich Priedrich, Professor am Polyteehnikum, Zurich V, 

Fehrenstrafse 20. Schweu. 
Frau Weber. 
Wedell, Fraulein Charlotte v.. Dr. phil., z. Z. inGottingen. Deutschlmid. 
Wehner, Hermann, Oberlehrer an der Realschule, Plauen i. V., 

Kaiserstrafse 83. Deufschland. 
Weiler, Adolf, Privatdoeent am Polyteehnikum und an der Univer- 
sitat, Ziirich V, Neptimstrafse 4. Schweiz. 
Weingarten, Julius, Professor an der Techniselien Hoehschule Chai-- 

lottenburg, Berlin W., Eegentenstrafse 14, Deutschland. 
Fraulein R. Weingarten. 
Wien, Willy, Professor, Docent an der Technischen Hoehschule, 

Aachen, Louabergstrafse 49. Deutschland. 
Wild, Johannes, Professor an der Kantousschule, St. Gallen, Rosen- 

bergstrafse 70. Schweis. 



y Google 



Woroiiez, caiid. math., Kiew. Eufsland. 

Wyss, Georg Heiiirich v., Privatdocent am Polytechnikum, Ztirich I, 

Barengasse 19. Sckweis. 
Wyss, Oskar, Profeseor, Ait-Rektor der Universitat, Ziiricii V, See- 
i 23. Schweis. 



Zeufchen, Hieronymus Geoi'g, Professor an der Universitat, Kopen- 

hagen, Roaenvange, Danemark. 
Zindler, Konrad, PriTatdocent an der Universitat und an der Teeh- 

niachen Hoehachule, Wien IV, R^sselgasse 5. Oesterrcick. 



y Google 



Nach Landerii geordnet ergiebt diese Teilnehmerliate die folgende 
Grruppiening: 

Land. HeiTHn. Damen, 

Schweiz 60 8 

DeutschlaEd 41 12 

Frankreich 2'd 6 

Italien 20 5 

Oesterreicii-Ungam ... 17 3 

RufslaEd 12 1 

Nordamerika fi 1 

Schweden 6 — 

Finland 4 1 

Belgien 3 — 



Grofsbritannien .... 3 — 

Holland 3 — 

Spanien 1 1 

Grieehenland 1 — 

Portugal 1 — 

""" 204 38"^ 

Im ganzen waren also 16 Lauder dureh 242 Teiluelimei' vei'treteii, 
worunter 38 Damen. 



y Google 



Zweiter Teil. 

Wissenschaftliche Vortriige. 



y Google 



y Google 



A. Vortrage der ersten Hanptversammlung. 

Sur les rapports de Tanalyse pure et de la physique 
matli^matique. 

Par 
H, PoiNCAK^ a Pai-is. 



I. 

On Tous a sans doute soavent demande a quoi servent les mathp- 
matiques et si ees delicates constructions que nous tirons tout entieres 
de notre esprit ne sont paa artiiicielles et enfantees par notre caprice. 

Parmi les personnea qui font cette question, je dois faire une 
distinction; les gens pratiques reelament seulemcnt de nous le moyen 
de gagner de I'argent. Ceux-la ne meritent pas qu'on leur reponde; 
e'est a eux plutot qu'il conviendrait de demander a quoi bon aeeu- 
muler tant de riehesses et si, pour avoir le temps de les aequerir, il 
faut negligei" I'art et la science qui seuls nous font des amea capables 
d'en jouir 

et propter vitam YiTendi perdere cauaas. 

D'ailleurs une science uniquemenfc faite en vue des applications est_ 
impossible; les Veritas ne sont feeondes que si elles sont enehainees 
les unes aux autres. Si i'on s'attache seulement a celles dont on 
attend nn resultat immediat, les anneaus intermediaires manqueront, 
et il n'y aura plus de chaine. 

Les liommes les plus dedaigneux do la theorie y trouvent sans 
s'en douter uu aliment quotidien; si Ton etait prive de cet aliment, le 
progres s'arreterait rapidement et nous nous figerions bientot dans 
I'immobilite de la Ch^ne. 

Mais c'est assfz nous occupei des praticiens intransigeants. A. 
cote d'eus, il y a ceux qui aont seulement curieux de la nature et qui 
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nous demandent si nous sommes en etat de !a leur mieux faire 
coiinM^tre. 

Pour leur repondre, nous n'avons qu'a leur montrer les deus mo- 
uuments deja ebauches de la Mecanique Create et de la Physique 
Mathematique. 

lis nous concederaient sans doute que ces monuments valent bien 
la peine qa'ils noua ont eofltee. Mais ce n'est pas assez. 

Les math^matiquea ont un triple but. Elles doivenfc fournir un 
instnimetifc pour I'etude de la nature. 

Mais ce n'est pas tout: elles ont un but philosophique et, j'ose 
le dire, un but esthetique. 

Elles doivent aider le pliilosophe a approfondir les notions de 
nombre, d'espace, de temps. 

Et surtout leurs adeptes y trouvent des jouissances analogues a 
eelles que donnent la peinture et la musique. lis admirent la delicate 
harmonie des nombres et des formes; ils s'emerveiUent quand une de- 
couverte nouvelle leur ouvre une perspective inattendue; et la joie 
qu'ila eprouyent ainsi n'a-t-elle pas le caractere esthetique, bien que 
les sens n'y prennent aucune part? Peu de privilegi6s sont appeles a 
la gofiter pieinement, cela est vrai, mais n'est-ce pas ce qui arrive 
pour les arts les plus nobles? 

C'est pourquoi je n'hesite pas a dire que les mathematiques meritent 
d'Stre eultivees pour elles-memes et que les theories qui ne peuvent 
ctre appliquees a la physique doivent I'etre comme les autres. 

Quand meme le but physique et le but esthetique ne seraienfc pas 
solidaires, nous ne devrions sacrifier ni I'un ni I'autre. 

Mais il y a plus: ces deux buts sont inseparables et le meiUeur 
moyen d'atteindre Tun c'est de viser I'autre, on du moins de ne jamais 
le perdre de vue. C'est ce que je vais m'efforeer de demontrer en 
precisant la nature des rapports entre la science pure et ses ap- 
plications. 

Le mathematicien ne doit pas etre pour le physicien un simple 
foumisseur de formules; il faut qu'il y ait entre eux une collaboi-ation 
plus intime. 

La physique mathematique et I'analyse pure ne sont pas seule- 
ment des puissances hmitrophes, entretenant des rapports de bon 
Yoisinage; elles se penetreut mutuellemenfc et leur esprit est le meme. 

C'est ce que I'on comprendra miens quand j'aurai naontre ce que 
la physique refoit de la mathematique et ce que la mathematique, en 
retour, eraprunte a la physique. 
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Le physicien ne peut demaiider a I'analjate de lui reveler une 
yerite couvelle; tout an plus celui-ci pourrait-il I'aider a la pressentir. 

II y a longtemps que personne ne songe plus a devancer I'ex- 
perience, ou a construire le monde de toutes pieces sur quelques hypo- 
theses hafcives. De toutes ces constructions oil Ton se eomplaisait 
encore naiyement il y a uu siecle, 11 ne reste plus aujourd'hui que 
des ruiues. 

Toutes les loia sont done tirees de I'experience; mais pour les 
Snoncer, il faut vine langue speciale; le langage ordinaire est trop 
pauvre, il est d'ailleurs trop yague, pour esprimer des i-apports si 
d^icats, si riches et si precis. 

Voila done une premiere raison pour laqueUe le physicien ne 
peut se passer des mathematiques ; elles lui fournissent la seule langue 
qu'il puisse parler. 

Et ce n'est pas une chose indifferente qu'one langue bien faite; 
pour ne paa sortir de la physique, ITiomme inconnu qui a inventi? le 
juot chaleur a youe bien des generations a I'erreur. On a traite la 
chaleur eomme une substance, simplement parce qu'elle etait designee 
par un substantif, et on I'a erue indestructible. 

En reyanche, celm qui a myente le mot ^lectridte a eu le 
bonheur itmnerite de doter imphcitemeut la phyyque d'une loi nou- 
velle, celle de la conaeryation de Hlecfctieite, qui, par un pur haaard, 
s'eat trouYee exaete, du moina luaqu i present 

Eh bien, pour poursuiTie la compaiaison, les ecrivaina qui embel- 
lissent une langue, qui K tiditent i. i rmn p un objet d'art, en font eu 
mgme temps un instrument plus muple pins apte a rendre les nuances 
de la pensee. 

On comprend alors comment I'analyste, qui poui-suit un but pure- 
ment esthetique, contiibue par eela meme a creer une langue plus 
propre ^ satisfaire le physicien. 

Maia ee n'est pas tout; la loi sort de I'experience, mais elie n'en 
sort paa immediatement. L'experienee est indiyidueUe, la loi qu'on en 
tire est generale, l'experienee n'est qu'approehee, la loi est precise ou 
du moins pretend I'etre. L'experienee se fait dana des conditions tou- 
jours complexes, I'enonce de la loi elimine ces complications. C'est ce 
qu'on appelle «eornger les erreurs systematiques». 

En un mot, pour tirer la loi de l'experienee, il faut gi^neraliser; 
e'est une n^cessite qui s'impoae ^ Tobseryateur le plus eirconspect. 
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Mais comment generaliser? toute verite particaliere peut evidem- 
ment etre etendue d'une infinite de manieres. Entre ces mille chemins 
qui s'oTiTi-ent devant nous, il faut faire un chois, au moins proYisoite; 
dans ce elioix, qui nous guidera? 

Ce ne pourra etro que I'analogie. Mais que ce mot est vague! 
L'homme priiiiitif ne connait que les analogies grossieres, Cfllles qui 
frappent les sens, cellea des couleurs ou des sons. Ce n'est pas lui 
qui aurait songe a rapprocher par exemple la loniiere de la cKaleur 
rayonnanfce. 

Qui nous a appria a connaitre les analogies Teritables, profondes, 
celies que les yens ne voient pas et que la raison devine? 

C'est I'esprit mathematique, qui dedaigne la maidere pour ne s'at- 
tacher qu'a la forme pure. C'est lui qui nous a enseigne a nommer 
du meme nom des etres qui ne different que par ta matiere, a nom- 
mer du meme nom par exemple la multiplication des quaternions et 
celle des nombres entiers. 

Si les quaternions, dont je viens de parler, n'avaient ete si 
promptement utilises par les physieiens anglais, bien des personnes 
n'y Terraient sans doute qu'une reverie oiseuse, et pourtant, en nous 
apprenant a rapprocher ce que les apparences separent, ils nous 
auraient deja rendus plus aptes a penetrer les secrets de la nature. 

VoUa les services que le physicien doit attendre de I'analyse, mais 
pour que cette science puisse les lui rendre, il faut qu'elle soit cuitivee 
de la fa^on la plus large, sans preoccupation immediate d'utilite, il 
faut que le matbematicien ait travaille en artiste. 

Ce que nous lui demandons c'est de nous aider a voir, a discerner 
notre ehemin dans le dedale qui s'offre a nous. Or eelui qui voit le 
miens, c'est celui qui s'est eleve le plus haut. 

Les exemples abondent, et je me bomerai aux plus frappants. 

Le premier nous montrera comment il suffit de changer de 
langage pour apercevoir des generalisations qu'on n'avait pas d'abord 
soup^onnees, 

Quand la loi de Newton s'est substituee a eelle de Kepler, on ne 
connaissait encore que le mouvement elliptique. Or, en ce qui con- 
cerne ce mouvement, les deux lois ne different que par la forme; on 
passe de I'une il I'autre par une simple differentiation. 

Et cependant de la loi de Newton, on peut deduire, par une 
generalisation immediate, tous lea effets des perturbations et toute la 
mecanique celeste. Jamais au contraire, si I'on avait consei-ve I'enonce 
de Kepler, on n'aurait regarde les orbites des planetes troublees, ces 
courbes compliquees dont personne n'a jamais €erit I'equation, eomine 
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lea generalisations naturellea de I'ellipse. Les progres dea observations 
n'auraieat aervi qu'a faire eroire au chaos. 

Le second esemple merite egalement d'etre medit^. 

Quand Maxwell a commence aes trayaus, lea lois de I'electro- 
dynamique admiaes juaqu'a lui rendaient compte de toua lee faits con- 
nus. Ce n'eat paa une experience nouvelle qui est venue les iufirmer. 

Maia en les envisageant sous un biais nouveau,' Maxwell a re- 
connu que les equations deviennent plus symetriques quand on y 
ajoute un terme, et d'autre part ce terme etait trop petit pour produire 
des effets appreeiablea avec les mothodes anciennes. 

On sait que les vues a priori de Maxwell ont attendu vingt ans 
une confirmation experimentale; ou si vous aimez mieux, Maxwel! a. 
devance de vingt ans I'experienee 

Comment ce tiiomphe a t il ete obtenu? 

C'est que Maxwell etait piofondenient impregne du sentiment de 
la symetiie raafchematique en aur^it il ete de mSme, si d'autres n'avaient 
avant lui leeherche cette symetiie pour sa beaute propre? 

C'est que Maxwell etait habitue a Spenser en veeteurs» et pour- 
tant ai lea veeteuis se sont mtroduits dans i'analyse, c'est par la 
theorie des imagmaiiea Et ceux qui ont invente les imaginaires ue ae 
doutaient gieie du paiti quon ea tiierait pour I'etude du monde reel; 
le nom quils leur nt dcnne le prouve sufflsamment. 

Maxwell en un mot n etait peut etre pas un habile analyste, mais 
cette habilete namait ete poui lui qu'un bagage inutile et genant. 
Au contr^iie il avait iu plus haut degre le sens iutimo des ana- 
logies niathematiquea C eat pour (.ela qu'il a fait de bonne physique 
mathematique. 

L'exemple de Maxwell nous apprend encore autre chose. 

Comment faut-il traiter les equations de la physique mathema- 
tique? devons-nous simplement en deduire toutes les consequences, et 
les regarder comine des realites intangibles? Loin de la; ce qu'elles 
doivent nous apprendre surtout, c'est ce qu'on peut et ce qu'on doit 
y changer. C'est comme cela que nous en tirerons quelque chose 
d'utile. 

Le troisieine exemple ^a nous montrer comment nous pouvons 
apercevoir des analogies mathematiques entre des phenomenea qui n'ont 
physiquemeiit aucun rapport ni apparent, ni reel, de telle sorte que 
les lois de I'un de ces phenomenes nous aident a deviner celles de 
I'autre. 

Une meme equation, celle de Laplace, se rencontre dans !a theorie 
de I'attraction oewtonienne, dans ceUe du mouvement des liquides, 
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dans eelle du potentiel electrique, dans celle du magiietisme, dans celle 
de la propagation de la chaleur et dans bien d'autres encore. 

Qn'en resulte-t-il? Ces theories semblent des images caiquecs 
Tune snr I'autre; elles s'eelairent mutuellement, en s'empruntant leur 
langage; demandez ans eleetriciens s'ila ne se felicitent pas d'avoir in- 
vente le mot de flux de force, suggere par I'hydrodynamique ct la 
theorie de la chaleur. 

Ainsi les analogies mathematiques, non aeulement peuvcnt nous 
faire pressenfcir les analogies physiques, mais encore ne cessent pas 
d'etre utiles, quand ces demieres font defaut. 

En resume le hut de la physique mathematique n'est pas seule- 
ment de faciliter au physicien le ealeul numerique de certaines con- 
stantes on I'intcgration de certaines equations differ euti elles. 

II eat encore, il est surtout de lui faire connaitre I'harmonie 
cachee des choses en les lui faisant voir d'un nouveau biais. 

De ioutes lea parties de I'analyse, ce sont les plus elevees, cc 
sont les plus pures, pour ainsi dire, qui seront lea phis fecondes entre 
les mains de eeux qui savent s'en aervir. 

III. 

Yoyons maintenant ce que I'analyse doit a la physique. 

11 faudrait avoir complctement oublie I'histoiro de la science pour 
ne pas se rappeler quo le desir de connaitre la nature a eu sur le 
developpement des mathematiques I'influeuce la plus eonstante et la 
plus heureuse 

En piemier lieu, le physicien nous pose des problemes dont il 
attend de nous la solution. Mais en nous les proposant, il nous a 
paye laigement d'avance le service que nous pourrons lui rendre, si 
nous parvenons a les resoudre. 

Si Ton veut me permettre de poursuivre ma comparaison ayeo 
les beaux-arta, le mathematicien pur qui oublierait] I'existence du 
monde esterieur, serait semblable a un peintre qui saurait harmonieuse- 
ment combiner lea eouleurs et les formes, mais a qui lea modelea 
feraient defaut. Sa puiaaance er&trice serait bientot tarie, 

Les eombinaiaons que peuTent former les nombres et les aymboles 
sont une multitude infiiiie. Dans cette multitude, comment choisirons- 
nous celles qui sont dignea de retenir notre attention? Noua iaiaaeroiis- 
iioua uniquement guider par notre caprice? Ce caprice, qui lui-meme 
d'ailleurs ne iarderait pas a se l^ser, nous entrainerait sans doute bien 
loin lea mis dea autrea et noua cesserions promptement de nous entendre 
entre noua. 
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Mais ee n'est \k que le petit cote de la question. 

La physique noiis emp^chera aana doute de nous egarer, mais elle 
nous preservera aussi d'un danger bien plus redoutablc; elle nous 
empeehera de toumer sans cesse dans le meme cercle. 

L'histoire le prouve, la physique ne nous a pas seulement forces 
de choisir entre les problfemes qui se presentaient en foule; elle nous 
en a impose auxquels nous u'aurions jamais sojige sans elle, 

Quelque variee que soit I'imagination de rhomme, la nature eat 
mille fois plus riehe encore. Pour la auiTre, nous devons prendre dcs 
cbemins que nous avions negliges et ces chemins nous conduisent 
souvent a des aommets d'ou nous deeouvrons des paysages nouveaux. 
Quoi de plus utile! 

II en est des symboles maiheniatiques eomme des realites physiques; 
c'est en eomparant les aspects differenta des chosea que nous pourrons 
en comprendre rharraonie intime, qui seule est belle et par consequent 
digne de nos efforts. 

Le premier exemple que je citerai est tellement ancien qu'on serait 
tente de I'oublier; il n'en est pas moins le plus important de tons. 

Le seul objet naturel de la pensee mathematique, c'est le nombre 
entier. C'est le monde exterieur qui nous a impose le continu, que 
nous avons invente sans doute, mais qu'il nous a forces a inventer. 

Sans lui il n'y aurait pas d'analyae iniinitesimale; toute la science 
mathematique se reduirait a I'aritbmetique ou a la theorie des sub- 
stitutiona. 

Au contraire nous avons consacre a, I'etude du continu presque 
tout notre temps et toutes nos forces. Qui le regrettera; qui croira 
que ce temps et ces forces ont ete perdus? 

L'analyse nous deroule des perspectiyes infiniea que I'aritbmetique 
ne soupfonne pas; eUe vous montre d'un coup d'ceil un ensemble 
grandiose, dont I'ordonnance eat aimple et symetrique; au contraire, 
dans la theorie des nombres, ou regne I'imprevu, la Tue est pour ainsi 
dire arrStee a cbaque pas. 

Sans doute on voua dira qu'en dehors du nombre entier, il n'y a 
pas de rigueur, et par consequent pas de verite mathematique; que 
partoat il se cache, et qu'il faut s'efforcer de rendre transparents les 
voiles qui le dissimulent, dut-on pour cela ae resigner a d'inter- 
minables redites. 

Ne soyons pas si puristes et soyons reconnaisaants au continu qui, 
si tout sort du nombre entier, etait seul capable d'en faire tant sortir. 

Ai-je beaoin d'ailleurs de rappeler que M. Hermite a tire un parti 
surprenant de I'introduction des variables continues dans la theorie 
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des nombres? Ainsi le domaine propre du nombre entier est envahi 
lui-meme et cette invasion a etabli I'ordre, 1& oil regnait ie d^sordre. 

Voiia ce que nous devons au continu et par consequent a la 
nature physique. 

La serie de Fourier eat un instrument precieux dont I'analyste 
fait un usage continuel; si Fourier I'a inventee, c'eat pour resoudre im 
probleme de physique. Si ee probleme ne s'etait poae naturellement, 
on n'aurait jamais ose rendre au discontinu ses droits; on aurait long- 
temps encore regarde les fonctions continues comme les seules fonctions 



La notion de fonetion s'est par la considerablemenfc etendue et a 
re^n de quelques analjstes logiciens un developpement imprevu. Ces 
analystes se sont ainsi aventures dans des regions ou regne I'absfcraction 
la plus pure et se sont eloignes antant qu'il est possible du monde 
reel. C'est cependant un probleme de physique qui leur en a fourni 

Derriere la serie de Fourier, d'autres series analogues sont entrees 
dans le domaine de I'analyae; elles y sont entrees par la meme porte; 
elles out ete imaginees en vue des applications. II me suffira de citer 
celles qui ont pour elements les fonctions spheriques, on les fonctions 
de Lame. 

La theorie dea equations aux derivees partielles du second ordre 
a cu ime histoire analogue; eUe s'est dcTcloppee surtout par et pour 
la physique. 

Si les analystes s'etaient abandonnea a leurs tendances naturelles, 
Yoici probablement comment ils auraient envisage ces equations et 
comment ils auraient choisi les conditions aux hmites. 

Snpposons par exemple une equation entre deus variables x et ^ 
et une fonetion F de ces deux variables. Ils se seraient donne F et 
-j — pour X = 0. C'est ce qu'a fait par esemple M"^ de Kowalevski 

dans son celebre memoire. 

Mais il y a une foule d'autres manieres de poser le probleme. 
On pent se donner F tout le long d'un contour ferme, comme dans 
le probleme de Dirichlet, ou se donner le rapport de F k -^— comme 
dans la theorie de la ehaleur. 

Toutes ces fa9ons de poser le probleme, c'est a la physique que 
nous les devona. On peut done dire que sans elle, nous ne connmltrions 
pas les equations aux derivees partielles. 

II est inutile de multiplier les exemples. J'en ai dit asaez pour 
pouvoir eonclure: quand les physieiens nous demandent la solution 
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d'ltn problerae, ce n'est pas une corvee qu'ila nous imposent, c'est nous 
au contraire qui leur devons dea remerciments, 

IV. 

Mais ce n'est pas tout; la physique ne nous donne pas seulement 
I'oecasion de resoudre des problemes; elle nous aide a en tronver les 
moyens, et cela de deux manieres. 

Elle nous fait presaentir la aolution; elle noua suggere des raisonne- 
ments. 

J'ai parle plua haut de I'equation de Laplace que I'on rencontre 
dans ime foule de theories physiques fort eloiguees les unes dea autres. 
On la retrouve en geometrie, dans la theorie de la representation con- 
forme et en analyse pure, dans celle des imaginairea. 

De cette fa^on, dans I'etude des fonetions de variables eomplesea, 
I'analyste, a e6te de I'image geometrique, qui est son instrument 
hahituelj trouve plusieurs images physiques dont il peut faire usage 
avec le meme sueees. 

Gfrace a ces images, il peut voir d'un coup d'osil ce que la deduction 
pure ne !ui montrerait que successivenient. II r assemble ainsi les 
elements epars de la aolution, et par urte sorte d'intuition, devine 
avant de pouvoir demontrer, 

Deviner avant de demontrer! Ai-je besoin de rappeier que c'est 
ainsi que se sent faites toutes les decouvertea importantes? 

Combien de verites que les analogies physiques nous permettent 
de pressentir et que nous ne somraes pas encore en etat d'etablir par 
un raiaonnement rigoureux! 

Par exemple, la physique mathematique introduit un grand nombre 
de develop p em ents en series. Ces developpements convergent, per- 
Sonne n'en doute; maia la certitude mathematique fait defaut. 

Ce aont autant de eonquetea assureea pour les ehercheurs qui 
viendront apres nous. 

La physique, d'autre part, nc nous fournit pas seulement des 
solutions; elle noua fournit encore, dana une certaiue mesure, dea 
raisonnements. 

II me suffira de rappeier comment M. Klein, dans une question 
relative aux surfaces de Riemann, a eu recoura aux proprietes des 
courants electriquea. 

II est vrai que lea raisonnementa de ce genre ne aont paa 
rigoureux, au sens que I'analyate attache a ce mot. 

Et, a ce propos, une question se pose: comment une demonstra- 
tion, qui n'est pas assoK rigoureuse pour I'analyste, peut-eUe auffire au 
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physicieu? II somble qu'il ne peut y avoir deux rigueura, que la 
rigueur est ou n'est pas, et que, la o^ elle n'est pas, il ne peut y avoir 
de raisonuement. On eomprendra mieux ce paradoxe apparent, en se 
rappellant dans quelles conditiona le nombre s'applique aux phenomenes 
naturela. 

D'oii proviennent en general les difficultea que Ton rencontre 
quand on recherche la rigueur? On s'j heurte presque toujours en 
vonlant etablir que telle quantite tend vers telle limite, ou que telle 
fonction est continue, ou qu'elle a une derivce. 

Or les nombres que le physicien mesure par i'experience ne lui 
8ont jamais eonnus qu'approximativemeot; et, d'autre part, une fonction 
quelconque differe toujours aussi pen que Ton veut d'une fonction 
discontinue, et en meme temps elle differe aussi pen que i'on veut 
d'une fonction continue. 

Le physicien peut done supposer a son gre, que la fonction 
ctudiee est continue, ou qu'elle est discontinue; qu'elle a une derivee, 
ou qu'elle n'en a pas; et cela sans crainte d'etre jamais contredit, ni 
par I'experience actueUe, ni par aucune experience future. On con^oit, 
qu'avec cette liberie, il se joue des difficultes qui arretent I'analyste. 

II peut toujours raisonner comme si toutea les fonetions qui 
s'introduisent dans ses caleuls etaient des polynomes entiers. 

Ainsi I'aper^u qui suffit a la physique n'est pas le raisonnement 
qu'exige I'analyse. II ne s'en suit pas que I'un ne puisse aider a 
trouver I'autre. 

On a deja transforme en demonstrations rigoureuses tant d'aper^us 
physiques que cette transformation est aujourd'hui facile. 

Les exemples abonderaient si je ne craignais, en les eitant, de 
fatiguer votre attention et si cette conference n'etait deja trop longue. 

J'espere en avoir assez dit pour montrer que I'analyse pure et 
la physique mathematique peuvent se servir I'une I'autre sans se faire 
I'une a I'autre aucun sacrifice et que chaeune de ces deux sciences doit 
se rejouir de tout ce qui eleve son associee. 
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tjber die Entwickelung der allgemeinen Theorie der 
analytisclten Funktionen in neuerer Zeit.*) 



Die allgemeine Theorie der aiialjtischeti Funktionen, ilber deren 
Entwickelung in neuerer Zeit ich Ilinen berichten mochte, besitzt in 
zweifacher Hinsicht ein hohes Interease. Einerseits giebt sie una die 
allgemeinen Gesichtspunkte uud Hulfamittel fiir die Untersuehung 
spezielier Funktionen irgend welcber Art. In dieser Hinsickt brauche 
ich nur zu orinnem an die Theorie der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale, femer aii die neueren TJntersuchimgen von Kleia, 
Poiacare u. a. uber die Funktionen mit linearen Traiisforniationen in 
aich, endlich an die ausgedehnte Theorie der durch algebraische 
Diiferentialgleichungeii definierten Transcendenten. 

Auf der anderen Seite hat die allgemeine Theorie der analytischen 
Funktionen ein meLr selbstandiges, erkenntnistteoretisehes Interesse. 
Sie leitet insbeaondere zu den prinzipiellon Grrundlagen aller Grofsen- 



*) Det Vortrag erscheiat hier im wesentliohen in unveranderter Form. Nwr 
an ejaigen wenigen Stellen habe ich. den ursprfinglicten Test des Vortragee ver- 
beseert, zumeiat auf flnind von Bespreckungen mit Fachgenossen, die an dem 
KongressG teilnatmen. Wenn aich trotzdem, was rair setr walirscheinlicli, ja 
beinahe gewifs ersclieint, noct XJngenauigkeitea im Einzelnen flndeii, daduroh. 
hervorgerufen, dafa mir wichtige Arbeitea en^angen aind, so darf ich wohl in 
Eticisicht auf die aufaerordentliehe Auadehnung der cinschlagigen Litteratur aitf 
einige Nachsicht rechnen. Was die TJmgrenzung dea Stoffes angebt, die ja der 
Natur der Sache nact his 2U einem gewisBen Grade willkfirlich blieb, so war fflr 
mich der Wunsch mafsgebend, namentlick diejenigen Punkte zur Sprache zu 
bringen, welche in naher Beziehung zu den Gnmdlagen der 6rof3enle}ire stehen, 
tlbrigenB war eine mOgUcliate Beschrankung des Stotfcs achon durch den tJmstand 
gehotec, dafs fiir den Vortrag nur eine eng begrenzte Zeit zur VerfBgung stand. 
Dem Teste dea Vortrages habe ich hier ein ausfiihrliohea Littetaturverzeichnis, 
sowie einige Anmerkungen angefOgt, welche einaelne im Vortrage berfihrte Punkte 
weiter ausfiihren und eriautem. 
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forschung zuriiek imd vervoUkommnet und featigt lier die Fuodamente, 
auf welchen die gesamte Analysis aufgebaut ist. 

Bel meinen Ausfiihnoigeii werde ich vielfach diese letztere Seite 
der aligemeinen Funktionentheorie in den Vordergnmd sfcelleii. Bs 
geschicht dies in der Meinung, dais die Fragen prinzipieller Natur 
aucli liber den engeren Kreis der Funktionentheoretiker hinaua Interease 
beanspruchen diirften. 

Unter dem Namen der allgemGinen Theorie der analytisclien 
Funktionen hegreifen wir eigentlich zwei Theorien: die Cauchy- 
Eiemaim'sche imd die Weierstrafs'sche. 

Ihi webeutlielipr Unterschied liegt darin, dafa sie TOn verschiedenen 
Definitioneu des Funktionsbegriffes ausgehen. Da die Definition tou 
Weierstrafe den elementareren Charakter hat, so knupfe ich an sie an, 

Lagrange hatte in seiner „Theori6 dea Fonctions analytiquea" den 
unrichtigen Sdtz zu beweiaen versucht, dafs jede stetige Funktion in 
eine Potenzreihe entwickelbar iat. Weierstrafa sagt umgekelirt : ich 
nenne eine Funktion „analytiscli", wenn sie sieh in eine Potenzreihe ent- 
wiekeln lafst, Dieae Feataetzung bedarf natttrhch noch einer praziseren 
Fassung. In voller Scharfe hat Weierstrafa aeinen Funktionsbegriff 
nieht sowohl in eeinen Abhandlungen ala vieknehr in aeinen UniYersitats- 
Vorleaungen entwickelt und zwar folgendermafsen: 

"Wii stellen die Werte der komplexen Variabehi s in iiblicher 
Wejse dmch die Piinkte einer Ebene dar. Eine naeh ganzen positiven 
Poteuzen vcn z — a forts chreitende Reihe konvergiert damn in einem 
Kreiae, (lessen Mittelpunkt der Punkt a ist. Beilaufig bemerkt, hai^t 
del Radius dieses Kreiaea von den Koeffizienten der Potenzreihe nach 
Ginem emtichcn Geaetze ab, welchea achon Cauchy^) angegeben hat, 
daa ibei eiat in neuerer Zeit dnrch eine Arbeit von Herrn Iladamard^), 
der e=i nnabhant,ig von Canchy wieder entdeckt hat, in weiteren Kreiaen 
bekannt gewoiden ist. 

Weierstrafa betrachtet nun zwei Potenzreihen, dcren Konvergenz- 
kreise veischiedene Mitteipunkte besitzen, jedoch ein Flachenstiiek 
^cmeinsam haben Wenn in jedem Punkte dieaes gemeinaamen Stiickea 
die beiden Potonzieihen denselben Wert anuehmen, so heifst jede der 
Potenzreihen eine unmittelbare Fortaetzung der anderen. Allgemeiner 
heifsen zwei Potenzreihen aohlechthin Fortaetzungen von oinander, 
wenn aie Anfanga und Endglied einer endlichen Reihe von Potenz- 
reihen Bind, von denen jede cine unmittelbare Fortsetzung der vorher- 
gehenlen ist 

(reht man nun von einer bestimmten Potenzreihe aiis imd fafat 
di st,lbe mit ilien ihren Fortsetzimgen zu einem Systeme zusammen. 
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so hat man das Tor sieh, was Weierstrafs ein monogenee System von 
Poteuzreihen neanfc. Ein solehes System erzeugt eine bestimmtc 
Funktion der komplexen Variabeln 2, d. h. ea ordnet den Worten der 
Variabeln 5 beatimmte komplexe Zahlenwerte f{z) zu. Man fasse 
immlich einen foestimmten Wert Yon s ins Auge^ dann wird jede 
Potenzreihe des Sjstemes, deren Konvergenzkreis den Punkt s in 
seinem Innem enthalt, fiir den betrachteten Wert von s eine bestimmte 
Summe f{z) besitzen. Sind die den verschiedenen Potenzreihen dea 
Systemes entsprechenden Werte f{d) aamtlich nnter einander gleieh, so 
wird die Funktion f{^) fiir den betrachteten Wert yon 2 eindeutig 
sein, im anderen Palle mehrdeutig. 

Eine Funktion heifst nun naeh Weieratrafs analytisch, wenn sle 
in der geechilderten Weise durch ein monogenes System von 
Potenzreiheu definiert werden kann. 

Wie man sieht, ist der Begriff des monogenen Syatemes von 
Potenzreihen das Primare; auf ihn bant sich erst der Funktions- 
begriff auf. Bemerkt sei tibrigens, dafa der franzosische Matbematiker 
Meray^) unabhangig von Weieratrafs einen im weaeatliehen mit dem 
Weieratrafa'sehen iibereinstimmenden Begriff der analytischen Funktion 
aufgesteilt hat. 

An diese Deiinition der analytiachen Funktion kntlpft sich nun 
sofort eine Beihe von wiehtigen Fragen. Ich will zunachst nur ein- 
deutige Funktionen betrachten. Liegt eine eindeutige Funktion vor, 
definiert durch ein monogenes System von Potenzreihen, so seheiden 
sieh die Punkte der koraplexea Zahlenebene in zwei Kategorien. Die 
eine Kategorie wird von denjenigen Punkten gebildet, die in das Innere 
dea Konvergenzkreiaea von Potenzreihen des Systemes faUen, die audere 
Kategorie von alien ilbrigen Punkten. Die Gesaratheit der ersteren 
Punkte heifst naeh Weierstrafs der „Stetigkeitabereieh" der 
Funktion*). Hier erhebt aich nun zunachst die Fr^e: 

Welche Moglichkeiten liegen in bezug auf die Gestaltung 
des Stetigkeitsbereiches einer eindeutigen analytischen Funk- 
tion vor? 

Um die Antwi>rt auf dieae Frage m praziser Weiae ausapreehen 
zu kijnnen, mufs ich an einige Begriffe aus der Lehre von den Punkt- 
mengen erinnem. Man denke sich irgend eine Punktmenge in der 
Zahlenebene oder auch auf einer Kugel, die atcreographiseh auf die 
Zablenebenc bezogen iat Ein beliebiger Punkt der Ebene oder der 
Kugel kann sich dann auf drei verachiedene Arten in bezug auf die 
Punktmenge verbalien, Entweder lafsfc sieh um den Punkt ein Kreis 
so tegen, dafs alle Punkte im Innem diesea Kreises der Punktmenge 
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angehoren. Der betreffende Puiikt heifst dann ein innerer Piuikfc der 
Menge. Oder es lafst sich um den Puakt ein Kreis so legeo, dafs 
kein Puntt im Innern des Kreises der Menge angehort. Der betreffende 
Pimtt Jieifst dann ein aufaerer Punkt der Menge. Oder endlich kaun 
es sein, dafs jeder vun den Punkt abgegrenzte Kreis sowoh] mindestens 
einen Punkt entbalt, der zur Menge gehort, ais auch mindestens einen, 
der nicbfc Kur Menge gehort. In diesem Falle sagt man, dafs der be- 
treffendo Punkt an der Grenze der Menge liegt. 

Der Stetigkcitsbereich einer eindeutigen analytischen Funktion ist 
nun, wie man leicht einsielit, jedenfalls eine Punktmenge, welcke erstens 
aus9chliefslich aus inneren Punktcn besteht und zweitens in sieh za- 
sanuneubangt, womit gemeint ist, dafs man zwiseken je zwei Punkten 
der Menge eine endliciie Anzahl Yon Punkten der Menge einscKalten 
kann, so dafs der Abstand Ton je zwei auf einander folgenden Punkten 
imtor einer beliebig klein forges chriebenen Grofse Hegt. 

Nennen wir eine Punktmenge, welche diese beiden Eigenschaften 
beeitzt, zur Abkiirzung ein „Kontinuum", so konnen wir sagen, dafs 
der Stetigkeitsbereieh einer eindeutigen analytischen Funktion stets 
ein Kontinuum ist. Die Antwort aul' die vorhin aufgeworfene Frage 
lautet nun dahin, dafs hiermit das Charakteristische des Stetigkeits- 
bereichea bezeichnet ist. Es gilt also der Satz: 

Ist ein Kontinuum beliebig gegeben, so giebt es stets 
eindeutige analytiache Funktioneu, deren Stetigkeitabereich 
mit dem gcgebenen Kontinuum identisch ist. 

Dieser grundlegende Satz ist zuerst von Herm Mittag-Lefiler*) 
bewiesen worden in einer Abbandlung, welehe die analytische Dar- 
steUung der eindeutigen Funktionen betrifEt. In sehr einfacher und 
elementarer Weise haben sodann Herr Runge^) und spater Herr 
Staekel') denselben Satz begriindet. 

Zu weiteren und tiefer liegenden Fragen ^hrt die Betrachtuug 
derjenigen Punkte, welche an der Grenze des Stetigkeitsbereiches liegen. 
Diese sogenannten singularen Punkte oder SteUen bilden fiir sich 
eine Punktmenge, deren Beachaffenheit das wichtigste Einteilungsprinzip 
fur die eindeutigen Funktionen abgiebt. 

Nach der klassischen Abbandlung von Weierstrafs aus dem Jahre 
1876, „Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen"*), in 
welcher das erwahnte Klassifikationsprinaip wohl zum ersten Male in 
voUer Scharfe ausgesprochen wird, hat sich Herr Guichard*) und spater 
in weitgehendster AUgemeinheit Herr Mittag-Leffler in der schon ge- 
nannten Arbeit mit diesem Gegenstande besehaftigt. 

Die Grundlage der ganzeu Uutcrsuehung bilden hier die allgemeinen 
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Satze von Herni Cantor^) iiber Puuktmengen, welche in Riicksicht 
auf ihre Aflweiidiing in der FuiiktioneHtheorie voa den Herren Bendix- 
son^'') und Pkragmen'^) in mehreren Punkten erganzt worden Bind. 

Bei dieaen Satzen spielen die transfiniten Zahlen Cantor's eine 
wichtige Rolle. Ich mufs deshaib znnachat auf diese Zahlgebiide, 
welcho eino wesentliche Yerallgemeinerung des Begriffes der gewohn- 
lichen ganzen Zahl daratellen, nalier eingehen. 

Befcrachtea wir die Reihe der gewohnlicheu positiven ganzen Zahlen, 
so voUzieht sich der "Obergang von einer Zahl zn der naehatfolgenden 
durch die Addition einer Einheit. Dieae Operation der Addition einer 
Binheifc heifse das erste Erzengnngaprinzip. Durch fortgesetzte 
Anwendung des eraten Erzeugungsprinzipea entstehfc die Reihe der ge- 
wohnlichen ganzen Zahlen aus der am Anfang der Reilie stehenden 
Zahl 1. Aber mit der Herstellung der gewohnlichen ganzen Zahlen 
aus der Zabl 1 ist die Wirksamkeit dea ersten Erzeugungsprinzipea 
zunaehst yoUig erseliopft. Um eine Zahlung iiber die Reihe der ge- 
wohnlichen ganzen Zahlen hinaus zu ermoglichenj bedarf os daher 
eines zweifcen Erzeugungaprinzipes. 

Dieses beateht in Folgendem: Man denke sich eine bestimmte 
Menge von Objekten, die in einer besfcimmfcen Rangordnung gegeben 
sind, jedoch ao, dafa ein dem Range naeh hochstes nicht existiert. 
Man kann dann den Inbegriff dieeer Objekte h.1s oinen neuen Begriff 
in die Betrachtung einfiihren. Und nun soil dieser neue Begriff, wenn 
die Objekte der Menge schon als ganze Zahlen bezeichnet worden sind, 
ebenfalls eine ganze Zahl und zwar die nachst hohere gauze Zahl ge- 
nannt werden. In diesem Vorgang der Sehaffung einer neuen ganzen 
Zahl aua einer unendlichen Folge schon vorhandener ganzer Zahlen, 
unter denen sich eine grofste nicht findet, besteht das zweite Er- 
zeugungsprinzip. So liefert die Zusammenfassung der Reihe der ge- 
wohnlichen ganzen Zahlen zu einem Inbegriff die erste iiberendliche 
Zahl 0), die also die naehatgrofsere ganze Zahl zu alien gewohnlichen 
ganzen Zahlen ist. Naeh der Schaffung dieser ganzen Zahl a> vermoge 
des zweiten Erzeugungsprinzipes setzt nun daa erste Erzeugungsprinzip 
wieder ein und liefert uns die an a sich anschliefsende Reihe ganzer 
Zahlen m -]- I, m -\- 2, ra -j- 3, u. s. f. Da in der Succession der ge- 
wohnlichen ganzen Zahlen und der sich daranschliefaenden Zahlen (o, 
(0 + 1> •" ~(" ^i '^- ^- f- *^'^^ grofste sich nicht findet, so tritt aufs 
neue das zweite Erzeugungsprinzip in Kraft, welches uns die nachst- 
grSfsere, am zweckmafsigsten mit w . 2 zu bezeicknende ganze Zahl 
liefert. An dieae legt sich veiinoge des ersten Erzeugungsprinzipes 
die Reihe der Zahlen o . 2 -f- 1, o . 2 + 2, . . . an. Auf diese Weise 
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entsfceht durch das Inemandergreifen de3 eisten iind zweiten Erzeugangs- 
prinzipes die iaa Sciirankenlose sieh auadehnende Reihe der endliehen 
and uber endliehen gaazen Zahlen. 

Nun ist es selir merkwiirdig, dafs daa System dieser Zahlen 
natiirliche Einsehnitte darbietet, durch welche dasaelbe in bestimrate 
Zahlklassen zerfallt. 

Zui^chst wird man die gewoknlichen endliehen ganzcn Zahlen 
zu einer ersten Zahlklasse zusammenfasson. Betrachten wii- sodann 
eine iiberendliehe Zahl k, so ist es moglicK, dafs diejenigen Zahlen, 
die kleiner sind als a, durch die Zahlen der ersten Zahlklasse abzahlbar 
sind, d. h. dafs die Zahlen, die kleiner sind als a, sieh den gewohn- 
liehen ganzen Zahlen eindcutig mnkehrbar zuordnen lassen. Die fiber- 
endlichen Zahlen a Yon dieser Eigensehaft bilden die zweite Zahlklasse. 
Die Zahlen der zweiten Zahlklasse bilden eine Menge, welche nicht 
durch die Zahlen der ersten Zahlklasse abzahlbar ist. Auf diese That- 
saehe griindet sieh die Definition der dritten Zahlklasse u. a. f. 

Diese allgemeinen Begriffsbestimmungen finden nun so fort ihre 
Anwendung in der Lehre von den Punktmengen. Einfachheit halber 
beschranke ich mich bier auf den Fall, der zunachst auaschliefslich in 
Betracht kommt, wo es sieh namlich um Punktmengen auf einer 
Kugel handelt. 

Bestebt eine solche Punktraenge F aus unendlich vielen Punkten, 
so besitzt sie bekanntlich Grrenzstellen, d. h. es giebt dann solche 
Punkte auf der Kugel, in deren noch so kleiner Umgebung sieh un- 
endlich viele Punkte der Menge finden. 

Der Inbegriff dieser Grenzstellen bildet eine Punktmenge P', 
welche naeh Cantor die Ableitnng der Punktmenge P heifst. Besteht 
die Punktmenge P nur aua einer endliehen Zahl von Puukten, so 
sind Grenzstellen nicht vorhanden. Man sagt dann, dafs ihre Ableifcung 
P' gleich Null ist. 

Wenn alle Punkte der Ableitung P' auch der urspriinglicheu 
Menge P angehoren, so heifst die Menge P „ahgegchloasen". Es ge- 
nugfc, weiterhin nur Mengen dieser Art zu beta-achten, denn die singu- 
Bren Punkte einer eindeutigen analytischen Funktion bilden stets 
eine abgeschlossene Menge. (Mit anderen Worten: jede Grenzstelle 
von singularen Punkten ist ebenfalls ein aingularer Punkt.) 

Man betrachte nun irgend eine abgeschlossene Punktmenge P auf 
der Kugel. Die Ableitung derselben sei P', die Ableitung von P' sei 
P", die von P" sei P'" u. a. t Auf diese Weise entspringt aus der 
Menge P die lieihe von Punktmengen 

P', P", P'", .... 
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Niin f i?t>e mau diejenigen Punkte zusammen, die m jeder emzelnen 
dieser Pmiktmeiiaen eathalteii smd Diose bildtn wiedei eine Puntt- 
nienge, die mit P "> bezeichnct winl, wo dei Index a die erste iiber- 
endliche / iM tiedeutet Die Ableitang von P'"' teifse P( ^^\ die von 
P(M-i) heifse Pl '+^' u a w Die gemeinsamen Punfett, voii P', P", P'" . . . 
pH, pi +1)^ pi<^ )^ bildeu erne Pimttmeuge die mit Pl'"'^) be- 

zeicbnet wird u s f Min siebt, wie man durch Foitsetzimg dieses 
Proaesaes zu jeder endhehen oder uberendiichen 7ahl a erne bestimmto 
Ableitung Pl"' erbalt. (Dabei ist es nicht auageaeMoasen, dafs einmal 
eine dieser Ableitungen, und dann auch jcde folgcndc, gleieh Null 
wird.) Filr die Pimttionentheorie kommen nun die folgenden beiden 
Satze von Cantor in Betracht: 

1) Isfc die abgesehlossene Punktmenge P abzahlbar, so 
giebt es stets eine Ableitung P'"', die nur aus einer 
cndlicben Zabl von Paiikten besteht. Und zwar iat a 
eine Zahl der ersten oder zweiten Zablklasse. 

2) Iat die abgesehiosaene Punktmenge P nicht abzahlbar, 
so giebt es unter den Ableitungen von P keine einzige, 
die nur aus einer endlichen Zahl von Punkten besteht. 
Dagegen giebt es eine Zahl a der ersten oder zweiten 
Zahlklasse, fur welch e die Ableitung P("> mit der 
folgenden Pl"+il identisch ist. 

Diese Ableitung P'"' ist eine sogenannte perfekte Punktmenge, 
i^mlich eine solche, die nicht nur alle ihre Grenzstellen euthalt, sondem 
fiir welche auch jeder ihrer Punkte Grenzstelle ist. 

Die Cantor'aehen Satze lehren nun, dafs die eindeutigen analytischen 
Pnnktionen in zwei grolse Klaasen zcrfallen: 

Die eine Klaase umfafat die Pmiktionen, deren singulare Punkte 
eine abzahlbare Menge bilden, die andere Klaase diejenigen Funktionen, 
deren singulare Punkte eine nicht abzahlbare Menge bilden. 

Durcli die Methoden, welche dem Beweise des Mittag-Lefiler'schen 
Satzes zu Grunde liegen, gelingt es, die Funktionen dor ersten Klaaae 
durch einfaeh geordnete Summen darzustellen, deren Glieder je nur 
einen einzigen singu^ren Punkt beaifejen, welcher zugleich singularer 
Punkt der darzuatellenden Funktion ist. Fiir die Funktionen der 
zweiten KJasse ist dies nicht moghch, Hier kann man nur durch 
Subtraktion einer Summe der genannten Art gewiaso singulare Punkte 
zum Portfallen bringen. Die reatierende Differenz ist dann eine Funktion, 
deren singulare Punkte eben jene perfekte Menge P'"' bilden, auf 
welche der Ableitungsprozefa fiihrt. 

In bezug auf die analytiscbe Daratellung besitzen hiemach die 
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Funktionen, deren singu^re Punkte eine perfekte Menge bilden, einen 
irredueibeln Ctarakter. Die Funktionen dieser Art lassen sich ilbrigena 
nocli auf eine andere Weise charakterisieren. Irgend ein singiilarer 
Punkt kaiin nUmlich entweder Grenzatelle von singolaren Punkten sein 
oder nicht. Im letzteren Falle lieifst der singularc Punkt „isoliert". 
Und nun sind die in Hede stehenden Funktionen keine anderen ala 
solche, welclie iaolierte singulare Punkte iiberliaupt nicht besitzen. 

Bei der analytiscben Darstellung der eindeutigen Funktionen tritt 
oiu Kuerst von WeierstraTs bemerktei- Umstand zu Tage, den ich kurz 
beriibren will, da sich auf ihn eine grofse Zabl neuerer Arbeiten be- 
zieht. Es liegt die Vermutung nahe, dafs eine konvergierende Rcihe, 
deren Glieder rationale Funktionen aind, immer eine einzige analytische 
Funktion definiert. Dem ist aber nicht so; vielmchr gieht es derartige 
Beibeu, welche in verschiedenen Gfebieten ganzlich verschiedene ana- 
lytiaehe Funktionen ddrstellen. ^^) 

Eine andeie ebenfalls von WeierstraXs zuerst bemerkte Tbataacbe 
foigt unmittelbar aus dem vorhin erwabnten Satze, nach welchem zu 
jedera Kontinuum emdeutige analytiache Funktionen gehoren. Ich 
meine die Tbataache, dafa es Fimktionen mit natiirlichen Grenzen 
gieht, d. h. solche Funktionen, deren Stetigkeitsbereich mit den seine 
Begi-enzung bildenden aingularen Punkten die Zahlenkugel nicht vollig 
bedeckt. Aus didaktischen Grtlnden ist es wUnschenswert, einfache 
Beispiele solcher Funktionen zu besitzen. Diesem Bediirfnisse kommt 
eine gauze Beihe von Arbeiten nach, die sich ziun grofsen Teil auf 
eine besondere Klasse derartiger Funktionen beziehen, '^) Man be- 
trachte eine Potenzreihe mit endlichem Konvergenzradius, die eine 
uber ihren Konvergenzkreis hinausreicliende Fortsetzung nicht besitzt. 
Der Stetigkeitsbereich der Funktion, die durch eine eolche Potenzreihe 
definiert ist, wird offenbar durch daa Innere des Konvergenzkreises 
gebildet; die aingularen Punkte der Funktion aind die Punkte auf der 
Peripherie des Konvorgenzkreiaes. Man hat sich iibrigens nach den 
Arbeiten, welche diese Potenzreihen betreffen, die Voratellong zu bUden, 
dafs in gewisaem Sinne die iiber den Konvergenzkreis hinaus fort- 
setzbaren Potenzreihen die Ausnahme, die nicht fortsetzbaren die 
Kegel bilden.^*) 

Doch kehren wir zu der Klassifikation der eindeutigen analytischen 
Funktionen zuriick. Nachdem dieselben nach der Beschaffenheit der 
Punktmenge eingeteilt sind, welche von den aingularen Punkten gebUdet 
wird, liegt ea nahe, ala weiterea Eintoilungaprinzip daa Verhalten der 
Funktionen in der Naehbarachaft der singuliiren Punkte heranzuziehen. 
Die erste Frage, welche aich hier darbietet, iat die: welches sind die 
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cliarakteristiselien Unterseliiede, die siolt in bezug auf das Verhalten 
einer Fanktion in der Nahe eines singularen Pimktes zeigen konnen? 

Betrachfcen wir zumckst einen iaolierteu singiilaren Punkfc, so 
konnen die Funktiouswerte bei unbegreiizter Anmherung des Argu- 
mentes an den singularen Pioitt zweifaehes Verbalten zeigen: eniweder 
wachsen die Funktionswerte, in welcJier Weise aueh die Annaherung 
geschieht, Tiber alle Grenzen oder nicht. Im ersten Falle heifst be- 
katintlieh der singulare Punkt ein Pol oder „ aufserwesentlicli", im 
letzteren Falle „weaentlieli ". Man denke sicb nun weiter vm einen 
isolierten wesentlicli-singularen Punkt irgend einen Ereis gelegt, welcher 
in seinem Innem keinen weiteren singularen Punkt enthalt und be- 
achtie die Werte, welcbe die i\inktion im Innern dieses Kreises an- 
nimmt. Nacb einem klaasisciien Theorem von Herm Picard sind dann 
nur Kwei Falle moglich: entweder befindefc sicb nuter den betraebteten 
Fnnkfcionswerten jeder beliebige endliche Wert oder aber jeder beliebige 
endliche Wert mit Ausnahme eines einzigen. 

Den Beweis dieses Satzes stiitzt Herr Picard auf die Eigenschaften 
der Modiilfunktionen. Spezielle FaUe dieses Satzes baben spater die 
Herren Hadamard und Borel mit elementareren Hiiifsmifcteln bewiesen. ^'') 

Ein ahnlioker Satz, wie der Pieard'sehe, ist far nicht isoliei-te sin- 
gulare Punkte nicht bekannt, tJberhaupt ist meines Wissens eine ein- 
gehende Studie des Verbaltens einer analyfcisehen Funkiion in der 
Nacbbarsehaft eines nicht isoliertrcn singularen Punktes nicht vor- 
handen. Indessen ist eine hierhergehorige Thatsacbe zu erwabnen, die 
unmittelbar aus einer Arbeit des Herm Lerch folgt, apiiter fon Herm 
Fredbolm besonders hervorgehoben und von Herrn Pringsbeim zum 
Gegenstand ausfuhrlieher Betrachfcung gemaeht worden ist. '^) Wie 
vorhin bemerkt, definiert eine Potenzreihe mit endlichem Konvergenz- 
radius, die (Iber den Konvergenzkreis hinaus nicht fortsetzbar ist, eine 
eindeutige analytische Funktion, deren singulare Punkte die Punkte 
der Peripherie des Konvergenzkreises sind. Man kann nun Beispiele 
solcber Potenzreihen bildeu, fiir welche nicht nur die analytische 
Funktion, sondern auch ihre samtlichen Ableitungen fiir den Konver- 
genzkreis einschliefslich seiner Peripherie stetig sind. 

Was die mehrdeutigen analytischen Funktionen angebt, so sind 
fur diese allgemein die charakteristischen Eigenschaften ihres Deflni- 
tionshereiches, der die Kugel oder Teile derselben mehrfach, eventuell 
unendUoh vielfach flberdeckt, bislang nicht aufgestellt worden. Wir 
wissen hieriiber jedoeh wenigstens Folgendes: 

Betrachtet man einen bestimmten Wert des Argumentes 0, so 
bilden die zugehorigen Werte einer unendlich vieldeutigen analytischen 
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Funttion stets eine abzahlbare Menge. Mit dcm Beweise dieses, 
Ton Herm Cantor aufgesteUten Satzes beschaffcigen sich Arbeiten der 
Herren Vivanti, Poineare und Volterra.^') Der Satz zeigt, dafs jeden- 
falls fiir die Nachbaraehaft eines besfcimmten Wertes s eine jede un- 
endlieh vieldeufcige Funktioii in Riemann'scher Weise eindeutig gemacht 
werden kann dureh Verteilung der Funktionswerte auf unendlicli viele 
Blatter, die in beatiminter Weise numeriert sind. 

In anderer Ideenrerbindung werden die vieldeutigen Funktioneu 
diarcii einen Satz von Hcrm Poineare auf eindeutige zuruckgefiihrt. ^*) 
Herr Poineare zeigt, dafs sich zwei komplexe Veranderliehe, von wel- 
cben die eine analytische Funktion der anderen ist, unter alien Um- 
standen als eindeutige anal jti ache Fanktionen einer Hulfsvariabeln 
darsteUen lasaen. 

Wenn aich auch in der Fiuiktionentheorie von WeierstraTs die 
Definition der analytischen Funktion ala naturgemafse Verallgemeine- 
rung des Zahlbegriffes darstellt, so kann man doch gegen diese Defini- 
tion den Einwand erheben, dafs sie die Funktionen als analytische 
durch eine spezieUe Daj-stellimgsform dersclben, namlicii in Gestalt 
von Potenzreihen, ebarakterisiert. Diesem Einwande ist die Cauchy'ache 
Definition, welche Riemann adoptiert hat, nicht untenvorfen. Dafiir 
tritt aber bei der Cauchy'sehen Definition ein anderer MiTsstand zu 
Tage: bei ihr bereitet namlich die einwuifsfreie Begrundung der Theorie 
gleich von Anfang an sehr erhebliehe Schwierigkeiten. Der innere 
Grund liierfiir liegt darin, dafs die Heranziohung des Grenzbegriffes in 
seinen schwierigsten Formen von vomherein notwendig wird. Cauchy 
uud Riemann waren sich freilich dieser Schwierigkeiten nicht voU be- 
wufat. Erst neuere Autoren sind auf die Frage eingegangen, wie man 
die Cauchy-Riemann'sche Theorie in stronger Weise zu begriinden hat. 
Dabei zeigte aich zunachst, dafs die Cauchy'ache Definition, naeh wel- 
cher eine Funktion analytisch — oder, wie Cauchy sagt, synektiscb — 
heifst, wenn sie einen eindeutigen Diff'erentialquotienten besitzt, durch 
eine acharfere eraetzt werden mufs. Man hat etwa folgendermafsen 
zu definieren: 

Eine Funktion, die fiir ein Kontinuuin der Zahlenehene 
irgeadwie definiert ist, heifat synektiscb, wenn sie in jedem 
Punkte des Kontinuums stetig ist und einen Differential- 
quotienten, sowohl in der Richtung der wachsenden Abscissen 
als auch in der Richtung der wachaenden Ordinaten beaitzt; 
wenn ferner diese beiden Differentialquotienten in jedem 
Punkte denselben Wert haben und dieser gemeinsame Wert 
ebenfalls eine in dem Kontinuum stetige Funktion iat. 
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Wenn man mit Cauehy und Riemann die synelctischen Putiktionen 
dureh die Existenz eines eiudeutigen Differenfcialquotienteo charakteri- 
siert, so ist es natUrlich, zunachst zu frageii, wie sich diese Funkfcionen 
bezuglich der Integration verhalten. Hierauf giebt bekanntlieh der 
Cauchy'ache Integralsatz die Antwort. Man kann diesen Satz kurz, 
wenn aucli etwas ungenau, dahin ausspreehen, dafs die synektischen 
Funktionen nicht nur eine eindeutige Differentiation, aondem auch 
eine eindeutige Integration zulassen. 

Man kann sogar die Porderung der eindeutigeu lutegrierbarkeit 
an Stelle derjenigen der eindeutigeu Differenzierbarkeit zum Ausgangs- 
puukt der ganzen Theorie nehmen. Dies folgt aus einer inter cssan ten 
Bemerknng von Morera'^), naeh -weleher eine Funktion, die in eineni 
Kontinuum stetig ist und dureh jede gesehlossene Kurve integriert das 
Resultat liefert, notwendig im Caucky'schen Sinne synektisch ist. 
Der Cauchy'sciie Integralsatz ist leieht zu beweisen fiir den Fall, dafs 
man als Integrations kurve gewisse einfache Linien, z, B. einen Kreis 
Oder den Umfang eines Rechteckes wahlt. Fiir viele Zwecke, vrie 
z. B. fiir den Nachweis, dafe der Ca^icky'sche und der Weieratrafs'sche 
funktionsbegriff sich deeken, geniigen auch derariige apezielle Falle. 
Indeasen entfaltet doeh der Cauehy'sehe Satz seine grofse Fruebtbai-keit 
erst in seiner allgemeinen Fassung und in dieaer iat der Beweis des 
Satzes nieht ohne Schwierigkeit. Neuere Arbeiten, die sieh mit der 
einwurfsfreien Begrundung des Caneby'sclien Satzes beschaftigen, riihren 
von den Herren Falk, Goursat, Lerch, Jordan und Pringsheim 
her. ^'') Man kann den Caucliy'schen Satz auf folgende Weise aus- 
spreehen : 

Ist die Funktion ((b) synektisch in einem Kontinuum, in 
welohem jede einfach geschlossene Linie die voile Begrenzung 
eines Fliichenstiickes bildet, so ist das Integral jf(z)dB jedes- 
mal dann Null, wenn es dureh eine geschlossene Linie cr- 
streekt wird, die ganz im Innern des Kontinuums verlauft. 

Hier erheben sich nun zunaehat die Fragen: was ist eine einfach 
geschlossene Linie, was ist eine Linie, insbesondere eine geschlossene 
Linie (iberhaupt, und sind aile oder nur gewisse geschlossene Linien 
in dem Ausspruch des Cauchy'schen Satzes zulaseig? 

Ich mochte diese Fragen hier urn so lieber erortern, als sie von 
prinzipiellem Interesae sind. Dabei gehe ich von folgender Betrach- 
tung aus: 

Eine ab geschlossene Punktmenge P sei auf eine andere abge- 
schlossene Punktmenge Q derart bezogen, daCs jedem Punkte der Menge P 
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ein bestimmter Punkt der Menge Q entspriclit. Die Beziehung soil 
iiberdies folgendennafsen beschaffen sein: 

Wenn die Punkte Aj^, A^, A^ u. 3. f. der Menge P einc eiiizige 
Grenzstelle A besitzen, so sollen die entsprechenden Punkte B^, S^, Bg 
u. 8. f. der Menge Q ebenfalls eine einzige Grenzstelle £ besitzen, 
und der Grenzstelle A soli daim jedeamal die Grenzstelle B ent- 
spreclien. 

Unter diesen Voraussetzungen heifse die Punktmenge Q stetig auf 
die Punktmenge P bezogen oder ein stetiges Bild der Punktmenge P. 

Nun kommt die gewohnliclie Definition eines KnrYenbogens, welche 
dieaen ala Ort eines Punktes erklart, dessen Koordinaten etetige Firnk- 
tionen einer recllen Veranderlichen sind, auf Folgendes hinaus; 

Eine abgeschlossene Punktmenge wird ein stetiger Kur- 
venbogcn genannt, wenn sie das stetige Bild einer gerad- 
Unigen Strecke ist. 

Man darf hierbei nicht vei^essen, dafs dieser Begriff eines atetigen 
Kurvenbogena nieht dem entsprieht, was man sieb ansehauungsmarsig 
unter einem stetigen Kurvenbogen vorzuatellen pflegt. In der That 
kabcn die Herren Peano und Hilbert^^) gezeigt, dafs z. B. die Punkte 
eines Quadrates ah ein stetiges Bild einer geradliuigen Strecke auf- 
gefafst werden komien Die Punkte eines Quadrates bildeu also in 
dem featgest^t/ten Smne einen stetigen Kurvenbogen. Preilieti ist dabei 
festznlialten, dafs die Punkte des Quadrates iu einer bestimmten Anord- 
nung gedaeht werden, inaotern aie eben den Punkten einer geradlinigeu 
Strecke zugeoidnet smd 

Was nun den Begriff einer einfacli geschlossenen atetigen 
Kurve angekt, so lafst sieh derselbe an die folgenden allgemeineu Be- 
trachtungen ankniipfen: 

Die abgescKlossene Punktmenge Q sei ein stetiges Bild der ab- 
geschlossenen Punktmenge P, zugleich sei aber die Beziehung zwischen 
den Punkten der beiden Mengeu eindeutig umkehrbar. (Dann ist 
offenhar aueh die Punktmenge P ein atetiges Bild der Punktmenge Q.) 

Zwei Punktmengen, die in dieser Weise eindeutig umkehrbar und 
stetig auf einander bezogen werden konnen, will ich Equivalent nennen 
und auf diesen Aquivalenzbegriff eine Einteilung der Punktmengen in 
Klaaseu griinden. Zwei abgeschlossene Punktmengen werden hiernach 
in dieselbe Klasse gerechnet oder nieht, je nachdem sie aquivalent sind 
oder nieht. Diese Einteilung der Punktmengen in Klaaseu bildet, bei- 
liiufig bemerkt, die allgemeinste Grundlage der Analysis aitua. Die 
Aufgabe der Analysis situs ist cs, die Invarianten der einzelnen Klassen 
von Punktmengen aufzusuehen. 
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Eine einfaeh gesehlossene stetige Kurye ist nun eine 
Punktmenge, welche in dieselbe Klasae gehort, wie die tou den 
PunkteiiaufdemRandeeinesQuadi^atesgebildetePunktmenge. 

Hieran knilpft sich nun welter der grundlegende Satz: 

Wenn eine einfaeh gesclilossene stetige Kurve in eiiier Ebene 
liegt, so teilt sie dieselTie in zwei Kontinua, dereu gemeinsame Be- 
grenzung durch die Kurve gebildet wird. 

In etwas anderer Fassung hat Herr C. Jordan in seiuem Cours 
d'Analyse diesen Satz aufgeatellt und bewiesen, wairend fiir einen 
spezielleu Fall des Satzes iieuerdings Herr Schoenflies einen einfachen 
Beweia geliefert hat.^^) 

Sind nun so die Begi'iffe stetige Kurve und einfaeh gesehlossene 
stetige KuiTe festgelegt, so bedarf es noch der naheren Bestimmung 
daruber, welche Kurven im Ausapi-uch des Caucliy'achen Satzes als 
Integrationskurven zulasaig sind. Zu diesem Zwecke muasen wir auf 
die Definition der Lange eines Kurvenbogens eingehen. 

Liegt ein stetiger Kurvenbogen vor, so konnen wir ihm einen 
vom Anfangs- bis zum Endpunkte fiihrenden geradlinigen Streckenweg 
einbeschreiben und danu die Eekpunkte dieses Streckenweges auf dem 
Kurvenbogen iiberall dieht werden lassen. Nahert sich dabei stets die 
Lange dea Streckenweges ein und demselben Grenzwert, so heifst dieser 
die Lange des Kurvenbogens; der Kurvenbogen ist dann „rektifizierbar". 
Im anderen Falle besitzt der Kurvenbogen keine Lange, er ist nichfc 
„rektifizierbar". 

Auf einen etwas besehrUnkteren Kurvenbegriff bezogen, hat diese 
Definition der Kurvenlange der leider so friih verstorbene Scheeffer 
seinen Uiiterauehimgen Uber die Bogen^nge zu Grunde gelegt. *^) 
Paul du Bois-Reymond hat gegen diese Seheeffer'sehe Definition Ein- 
wenduDgen erhoben.^) Wie mir scheint, mitUnrecht. Denn im Beiehe 
der mathematischen Ideenbildung hat die Verallgemeinerung nur vor 
naturiiehen, nicht vor kiinstlieh erriehteten Schranken Halt zu niachen. 
"Und die Thatsaehe, dafs dem umfassenderen Begriffe Eigenschaften des 
besehrankteren fehlen, sprieht durchaus nicht gegen den ersteren, sou- 
dem liegt viehnehr in der Natur der Sache.*) 

Der Cauehy'sche Satz gilt nun jedenfalls dann, wenn man das 
Litegral / f(js) dz durch einen stetigen rektifizjerbaren Kurvenbogen 
eratreckt, desaen Anfangs- und Endpunkt zusammeHfallen. Dies ist in 
aller Strenge von Herrn C. Jordan a. a. 0. nachgewiesen worden 

*) In almlicher Weise aufsert sich, wie ich kiirzlich bemerkte, Herr Study 
am Schlusee seiner Abhandlung „tjber eine liesondere Klasso von Fuiiktioiieii einer 
reellen Veranderliclieii", Math. Ann. Bd. 47 (1896). 
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Eiflen elementaren Beweis des Cauchy'sehen Satzes hab neuerdingg 
Herr Pringsheim veroffentliebt^^) Herr Pringsheim legt dafoei seinen 
Betrachtungen aua gewissen Griinden einen anderen, spezieller gefafaten 
KuTTenbegriff zu Grunde. Indesseii ist doeh. zu bemerken, dafs die 
von Herm Pringsheim zugelasaenen Kurren ebenfalls rektiflzierbaie 
stetige Eurven im vorbin angegebenen Sinne sind. 

Einen Vorzug der Caucbj-Riemanii'scben Definition der analytisehen 
Funktion hat man darin zu erblicken, dafe dieselbe zu den wichtigen 
uad interessanten Fragestellungen Anlafs bietet, die sieh auf die kon- 
forme Abbildung der Fliichen auf einander bezieben. Es iat ja all- 
gemein bekannt, welche Bedeutung fiir die Funktionentbeorie Riemann'a 
der Satz besitzt, dafs es eine und im wesenfcliehen nur eine analytische 
Funktion giebt, welche die konfonae Abbildung eines einfaeh zu- 
sammenhangenden Stiickea der komplexen Zahlenebene auf ein anderea 
eben aolches Stiick yennittelt. Riemann batte den Beweis dieses 
Satzes bekanntlieh auf daa nicht einworfsfreie Dirieblet'sehe Prinzip 
gegriindet. Die Arbeiten von Neumann und Schwarz, denen sick aolche 
von Hamaek, Poincare u. a. anachloasen, haben dann, wenigatena filr 
ausgedehnte Klasaeu von einfaeh zusammenlningenden Flachen, die 
Giiltigkeifc des Riemann 'sehen Satzes naehgewiesen. ^^) 

Die allgemeinen Grundlagen fiir die Theorie der analytiaehen 
Funktionen von mehreren Variabeln verdanken wir ebenfalls Weier- 
atrata und Meraj.^') Ea ist leieht, den Begriff des monogenen Syat«ines 
von PotenzreJhen auf den Fall zu iibertrageii, wo es aich um Potenz- 
reihen mit mehreren Variabehi handelt und damit ist dann aueh der 
Begriff der analytisehen Funktion mehrerer Variabeln unmittelbar ge- 
geben. Aber die weitere Entwietelung der Theorie biefcet gegeniiber 
der Theorie der Funktionen einer Variabeln erhebliche Schwierigkeiten 
dar. Beschi^nken wir uns der Einfachheit halber auf die Betrachtung 
eindeutiger Funktionen. Der Stetigteitabereich einer aolclien Funktion 
wird ein Kontinuum von 2n Dimensionen sein, wenn n die Zahl der 
Variabeln bedeutet. Unter Kontinuum ist hierbei wieder ein Punkt- 
system gemeint, welches nur aus inneren Punkten besteht und in aieh 
zusamraenbaDgt. Die Punkte, welche die Begrenzung dieses Kontinuums 
bilden, aiud die singularen Punkte der Funktion, Hier kann nun aber 
nicht, wie bei Funktionen einer Variabeln, jedes Eontinunm der Stetig- 
keitsbereich einer eindeutigen analytisehen Funktion sein. Dies fotgt 
sehon daraua, dafa eine analytische Funktion von mehreren Variabeln 
isolierte siugulare Punkte uberhaupt nicht beaitzen kann, wie man mit 
Hiilfe des verallgemeinerten Laurent'sehen Satzes leieht beweist. 

Eine weitere Sehwierigkeit besteht darin, dafa man bei Funktionen 



y Google 



A, Voitrage dei* ersten HauptyerBammlung. 105 

mehrerer Variabeln zwei Arten von aufeei-weseiitlicli singuiaren Punkten 
unterecbeiden muTs. Nach Weiei'^tials bpilst ein siugularer Punkt be- 
taniitlich auTserwesentlieb, wenn m gempr Umgebung die Funktion als 
Quotient zweier gewobnlichen Pofcenzreihcn darstellbar ist. Ein solcher 
Punkt ist dajin von der eraten oder zweiten Art, je □acbdem er filr 
den reciproten Wert der Funktioa regular oder ebenfalla singuMr ist. 
Die Frage der Einteilung der analytischen Funktionen mebrerer 
Variabeln naeh der Bescbaifenbeit ihrer singuliiren Stellen ist bis beute 
wenig gefordert. Wir besitzen in dieser Hinsicbt Anfange in den 
beiden Satzen; 

1) Eine eindeutige Funktion, welcbe nur aurserwesentlich stngulare 
Stellen besitzt, ist notwendig eine rationale Funktion^), und 

2) Eine eindeutige Funktion, welcbe im Endlichen nur auTser- 
wesentlieb singulare Stellen besitzt, ist als Quotient zweier 
bestandig konvei^erender Potenzreiben darstellbar.^') 

Der letatere Satz iat besonders bemerkengwert wegen der grofsen 
Schwierigkeiten, die aicb seinem Beweise entgegenstellten. Erst ganz 
neuerdings ist ea Herm Pierre Cousin gelungen, einen aUgemeinen 
Beweis des Satzes zu liefem, nachdem Herr Poincare durcb weaentlicb 
hohere Hiiifsmittel den besonderen Fall der Funktionen von zwei 
Variabeln erledigt hatte. 

In almlichen Ideenrichtangen, wie die Arbeit des Herm Cousin, 
bewegen sieb librigens frQbere Arbeiten der Herren Biermann und Appell, 
welehe die Ausdehnung des Mittag-Leffler'scben Satzes auf Funktionen 
mebrerer Variabeln betreffen.^) 

Die Caucbj - Riemann'scbe Bichtung auf deui Gebiete der aU- 
gemeinen Tbeorie der Funktionen mehrerer Variabeln ist dureb Arbeiten 
von Kronecker, Picard und Poincare vertreten. '^) Diese Arbeiten be- 
scbaftigen sich mit der Ausdebnuug dee Cauchy'scben Integralsatzes 
und aeiner Folgerungen auf Funktionen mebrerer Variabeln. 

ScbliefslJeb moehte ich noch ganz kurz auf diejenigen ueueren 
BestrebuBgen binweisen, die auf Verallgemeinerungen der Tbeorie der 
analytiscben Funktionen abzielen. Von der ausgedebnten Tbeorie des 
drei- und mehrdimensionalen Potentiales abgesehen, babe ich in dieser 
Hinsiebt zunachst Arbeiten der Herren Picard und Sebeffers zu nenuen.*') 
Herr Picard verallgemeinert die partiellen Differentialgleichungen, welchen 
der reelle und imagnmre Teil einer analytischen Funktion geniigt, indem 
er die Gruppeneigenschaft dieaer Cleiebungen als cbarakteristiscb an- 
sieht. Bei Herm Sebeffers handelt es sich darum, die Begriffe der 
, Funktionentbeorie auf Zahlensysteme zu iibertragen, welehe nicht, wie 
die gewobnlichen komplexen Zahien, aus zwei sonderu aus beliebig 
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vielen Einlieiten gebildet sind. In anderer Richiung bewegen sich die 
Arbeiten mehrercr jijngerer itaiieniacber Mathematiker. Von mathe- 
matiseh-pbysikaliBchen VorsteUungen ausgehend, gelangt Herr Volterra 
dazu, Funktionen Ton Linien zu unteraucben, d. H. solcbe Abhangigkeits- 
gesetze, welcbe jeder Linie im Raume einen bestimmten komplexen 
Zahlenwert zuordnen.^^ Eine abnliehe Ideenbildmig liegt neueren 
Untersuchimgen vou Pincherle, Lcvi-CiTita and Bourlet ze Grunde."*) 
Hier werden solcbe Gesetze betrachtet, die aus einer beliebig an- 
genommenen Funktion eine neue Fimktion entsteben lassen. Man bafc 
68, in einem boberen Sinne des Wortes, mit Fnnktionen von Funktionen 
zu tbun. 

Aber icb muTs cs mir versagen, auf die in diesen Arbeiten nieder- 
gelegten interessanten Uutersnchungen naber einzugeben, da eie scbon 
liber das eigeutlicbe Gehiet der Tbeorie der analjtischen Funktionen 
binausfiibren. 
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B. Vortrage der Sektionssitzungen. 

1. Sektioii: Arithnietik und Algebra. 

"Ober die Genera in algebraischen Zahlkorpern. 

Von 
H. Webee ill Strafsburg. 

Indem ieh der ehrenvollen Auffordeniog des Komites nachkomme, 
mochte ich Ihnen in kurzen Ziigen einen TJberblick geben fiber die 
Haupiresultate der algebraiscben Unteraucbungen, die micb in den 
letzten Jabren beselmftigt baben, von denen ein Teil im 48. imd 
49. Band der Matbematiscben Annalen veroffentlicbt ist und deren 
Seblui's im nacbaten Bajide erscbeinei] soil. leb beschranke mich bier 
durcbaua auf die Mitteilung der Resultate, obne die Beweise zu be- 
rilbren, und muTs aucb darin minder Wichtiges oder weuiger Iciebt 
Verstandlicbes iibergebeu. Auch eiuige an sieb notwendige genauere 
Praciaierungen werde icb bier nicbt erwabnen, um nicbt die Gnrnd- 
gedanken zu verbiiUen. In dieser Hinsicbt muXs icb Sie auf meine 
gedruckten Abhandlangen verweisen. 
1. Icb beginne mit der Erklarung einer Bezeichnuugsweise ; 

Es sei A eine Abel'sche Gruppe und JB eiu Teller von A. Ist 
(t^ ein iu S nicbt entbaltenes Element von A, so sind alle in dem 
System aj^Ii entbaltenen Elemente von den in J9 entbalteuen ver- 
schieden. Das System a^B = JB^ beifat eiue Nebengruppe zu B. 
Es kauii uun aeiu, aucb wenn die Gruppe A unendiich iat, dafs A. 
in eine endlicbe Anzahl von verschiedenen Nebengruppen zerfallt: 

A = j9 + Bi H 1- B,._i. 

Die Anzabl dieser Nebei^uppen, die icb mit 

h^iA,B) 
bezeicbne, heiTst in der Zablentbeorie die Klasaenzabl von A nacb 
B, oder in der Gruppentbeorie der Index des Tellers B von A. 
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2. Mit £1 bezGiehne ich einea algebraisehen Zahlkorper. Einem 
solchen Korper adjungiere ieh beliebige unabhangige Variable, so- 
dafs ein Korper £1 entsteht, der aus der Gesamtheit aller ganzen 
und gebrochenen rationalen Fimktionen besteht, deren Koeffizienten 
in jJi enthalten aind. Dieaen Korper nenne ieh Funktionalkorper, 
und seine Elemente Funktionale in £1. Die Funktionale des 
Korpers il werden auch als Ideale des Korpers ii bezeichnet. Eine 
gauze rationale Punktion, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen 
ohne gemeinschaftlichen Teiler sind, heifst primitiv. 

Es werden nun folgende Definitionen aufgestellt: 
a) Ein Funktional wird ganz genannt, wenn es eine ganze Funktion 

mit ganzzahligen Koeffizienten in £i ist. 
h) Ein gauzea Funktional, dessen Norm eine primitive Funktion 

ist, heifst ein Einheitsfnnktional oder eine funktionale 

Eiuheit. 

c) Zu den ganzen Funktionalen werden auTser den iu a) er- 
wahnten noch solche gebrochene Funktionen gerechnet, die sich 
so daratellen lassen, dafs der Zahler ein gai^es Funktional im 
Sinne von a) und der Nenner ein Einheitsftmktional ist. 

d) Funktionale Einheiten werden auch solche gebrochene Funk- 
tionen genannt, die Quotienten von faaktionalen Einheiten im 
Sinne Ton h) sind. 

Numerische Einheiten in il sind solehe ganze Zahlen 
in ii, deren Norm = + 1 ist, oder, was dasselbe besi^t, deren 
reciproker Wert gleichfalls ganz ist. Die nnmerischen Einheiten 
in ii bildea bei der Komposition durcb Multiplikation eine 
Abel'sehe Gruppe, die mit E bezeichnet wird. Desgleichen bilden 
die funktionalen Einheiten eine mit M zu bezeiehnende Gruppe. 

Sind a, (5, . . . ganze Zahlen oder ganze Funktionale in iJ, 
und X, y, . . . Variable, die in a, ^, . . . nicht vorkommen, 
so ist 

der grofste gemeinschaftliche Toiler von a, §, . . . . 

3, Die Zahlen dea Korpers ii bilden zwar bei der Komposition durch 
Addition, nicht aber bei der Multiplikation eine Gruppe, weil eben 
jede Zahl, mit Null multipliziert, das Produkt Null ergiebt. 

Man kann aber ana ii eine Zahlengruppe auascbeiden, 
wenn man einfaeh die NuU weglafst, oder, etwas allgemeiner, wenn 
man alle Zahlen weglafst, die zu Jrgend einem festen Ideal X uicht 
relativ prim sind. 
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Deagleichen erhalt man aue SI eine Funktionalgruppe 0, weim 
man alle die Fmiktionale unterdriickt, die zu t nicht relativ prim sind. 

Die Gruppe entlmit die Gruppe der numerisehen Einheiten, 
E, und ebenso enthalt die Gruppe der ftmktionalen Eiaheiten, JE. 

Das aus den Produkten aller fanktionalen Einheiten mit alien 
Zahlen gebUdete System EO ist eine in entlialtene Gruppe, 
die wir die Gruppe der Hauptideale in nennen. 

Zwei Ideale in iieifsen aquivalent, wenn ihr Quotient ein 
Hauptideal, also in MO enthalten ist. Die Idealklassen sind die 
Nebengruppen zu JEO in und es ist 

(0, EO)=^h 
die Anzahl der Idealklassen im Korper il, die, wie bekannt, stets 
eine endliche positive Zahl ist. 
4. Ich nehme nun eine in enthaltene Zablengruppe 0' an, von der 
ich vorauasetzG, dafs die Zahl der Kebengruppen (0, 0') endlicb sei*) 
Das System SO' ist dann eine in MO enthaltene Gruppe von 
Hauptidealen, und jede Idealklaase naeh EO zerfallt wieder weiter 
nach EO'. Die ZaM 

(0, EO') = h' 
ist die Anzahl dieser Klassen, und aus allgemeinen Satzen der 
Gruppentheorie ergiebt sicli 

(0, EO') = 

wenn E' die Gruppe der in 0' enthaltenen (numerisclien) Einheiten 
bedeutet. Hierdurch ist die Bestinimung des Verhaltnisses der 
Klassenzahlen, h' : h auf die Indexbestimmung von Zahlengruppen 
zurttckgefahrt, namlieh auf (0, 0') : {E, E"). 

Bezeichnen wir die Nebengruppen von zu EO', also dK 
dureh 0' verkleinerten Idealklassen mit A^, A^, . . ., A^—i, aodafs 
A^^^ EO' ist, so konnen wir setzen 

= Ag-j'Ai-\ h A'-i- 

Auf diesen Formeln beruhen unter anderen die von Gaufs und 
Diriehlet aufgestellten Beziehangen zwischen den Klassenzahlen in 
den versehiedenen Ordnungen von quadratischen Fonnen einer be- 
stimmten Deter minante. 

*) Bins weitere Voraussetzung filier die Gruppe 0', die noch gemaoht 
werden muJe, lafst sich nickt in kurzen Woiten klar macheii (vgl. Mathematisehe 
1 Bd. 49, S. 84). 
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. Der Gruppenkorper. Es wird nim die Hypotheae gemaelit, dafs 
ein zu der Gruppe 0' gehoriger Korper K' iiber ii esistiert, der 
folgende Eigenschaften hat. Um die an den Korper K' zu stellenden 
Porderungen kurz ansdriicken zu koimen, bezeielme ich mit 

p^ alle in EO' yorkommenden Primideale ersten Grades 
des KQrpers iJ, 

mit Jjg alle iibrigen Primideale in ii. 
Jedes Primideal ^) des Korpers SI ist in einem Korper K' tiber £1 
entweder selbst ein Primideal, oder es ist in mekrere Primideale 



Die Vorausseizimgen iiber den Korper^' sind dann die folgenden: 
ffl) Der retatiye Grad v von K' in bezug auf iJ soil nicht grofser 
sein als h', d. k. 

h) Jedes Ideal pj soil in K' in lauter Primideale ersten Grades zer- 

fallen. 
c) Jedes Ideal p^ soil bei der Zerlegung im Korper K' kein Prim- 
i enthalten. 



d) Bei den Voraussetzungen V) und c) ist eine beliebige, aber endlieke 
Anzahl von Ausnahmen zulassig. 
Ein Korper K.', der diesen Forderimgen geniigt, beifst ein Gruppen- 
korper zu 0'. Ist iasbesondere 0' = 0, so kann man ihn auck 
den Klassenkorper von fl nennen. 

Wenn nun die Existenz eines solclien Korpers K' angenommen 
werden darf, so kann man aus der Tbataaeke, dafa in diesem Korper 
die Klassenzakl eine endliche, yon Null versckiedene Zakl ist, durch 
die Yon Diricklet in die Zahlentheorie eingefiibrten Metboden der 
Analysis die beiden Folgerungen ziehen: 
I. Der Grad des Korpers K' ist nickt kleiner als A', also, naeb 

Voraussetzung a), v = h'. 
11. Jede der Nebengruppen A^, A^, ..., Af-i entbalt unendlicb viele 
Primideale des Korpers SI 

Die weitere Forschung bat flann den Nadiweis solcber Gruppen- 
korper zum Ziele Es smd bis jetzt nui wenige Falle, in denen 
ihre Existenz festgesteilt ist von denen jetzt nock die banptsach- 
licksten angefiibit weiden soUen 
Beispiel I. 

Es sei Sit der Korper der rationalen Zablen, der Inbegriif aller 
der rationalen Zablen, die zu einer beliebig gegebenen nattirlicben 
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Zahl m relativ prim sind.*) Fflr 0' nehmeii wir den IiibegrifiF aller 
ganzea mid gebroclieneii ZaMen n in 0, die der Bedinguog 

n^ 1 (mod. m) 
geniigen. Der Index (0, 0') isfc dann die bekaiintc zahlentheoretische 
Funktion <p{in), und die Nebengruppen sind die Zahlklasaen nach dem 
Modul m, deren jede nnr Zahlen entlullt, die mit einer zu m teiler- 
fremden Zahl kongruent sind. In diesem FaHe ist O^EO, und die 
Einfilknmg der Ideale ware nicbt notwendig. 

In diesem Fall kaim fiir den Gnippenkorper K' der Kreiateilungs- 
korper der primitivcn «»*'"' Einheitswurzeln genommen werden, und 
die Satze I. und II. ergeben: 

1. Die Gleiehimg g)(j»)'°" Grades, deren Wurzeln die primitiven 
m^" Eiaheitswnrzeln sind, ist irreducibel, 

2. In jeder aritlimetisclien Progression, deren Different und An- 
fangsglied relativ prim sind, kommen unendiich viele Prira- 
zahlen Tor. 

Beispiel II. 

Es sei £1 ein imagir^rer quadratischer Korper, \d, EO) = h die 
Klassenzahl, und fur 0' werde selbat genommen. Den Korper K' 
giebt in diesem Falle die Tbeorie der koniplesen Mnltiplikation der 
elliptischen Funktionen. Es ist der Korper der Klasseninvarianten, 
oder, nach Kroneeker's Auadruck, der siiiguiaren Moduln. Wir er- 
halten die beiden Satze; 

1. Die Klassengleichmig der komplexen Multiplikation isfc irre- 
ducibel. 

■* Tele p 'n'fve [ al afs h F tellt u nil" h y* 1 P ' 

zablen lar 

In le ^^ e ae wee be sge p o ben t bez ebt s b le 
Bewe s nnr auf solche qu hat he Fo en 1 ren D skr ninte eiiie 
sogen-mnte btan n d skr mante st Man bewe st ihn aber el ens 
allgenen weun an fiir me aogen nnte Or In n^jSg ppe 
m nmt dbleb-uifedeZhlnmO le ach g n 1 e n m 
nu ner s h n ode lealen "VIo 1 1 t n t e ner at nalen Zahl kongr ent 
smd 1 e m n s ji bol s h so beze chnen kann 
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Beispiel lU. 

£1 sei wieder ein imaginarer quadrafcischer Korper. rlie Gtnippe 
der Zahlen, die reiativ prim zu eiaem beliebig gegebenen Idealmodiil t 
sind. Es sei femer 0' die Gfruppe der ZaMen in 0, die nach dem 
Modul I niit einer Einheit des Korpers Si kongrueut eind, sodafs 
symboliscli 

0' = £ (mod. h) 
hezeichnet werden kanu. 

Einen Gruppeukorper K' erMIt man bier, wetm man dem Klassen- 
korper des Korpers il nocli die Wurzel einer Teilungsgleicliung 
fiir elliptiscbe Fanktioneu hinznfiigt, z. B. wenn h eine dm^eh t teil- 
bare naturliche Zabl imd §? die Weierstrafs'sche Fuaktion ist, eine 
der GrSrsen 

Eine solcbe Teilungsgleicbung zerfallt in Faktoren, dereii Grad 
gleicb oder kleiner ist als die Afizabl der nacb dem Modul I in- 
kor^uenten Zablen, geteilt dm-eb die Anzabl der nach dem Modul t 
inkongmenten Einbeiten. Die letztere Zabl ist im allgemeinen gleicb 2, 
in gewissen Ausnabmefallen gleicb 4 oder gleicb 6. Es folgt dann 
aus unseren Satzen I. II.: 

1. Die Irreducibihtat der erwabnten Teilnngsgleiebung. 

2. Die Existenz von unendlieb vielen Primideakn in jeder der 
Nebengruppen voii und EO'. 

Greift man bier spezieH die Nebengruppen von lEO beraus, so 
erbalt man eine scbone Verallgemeinerung des Satzes von den nn- 
endHcb vielen Primzablen in den aritbmetischen Progressionen, die 
sicb so aussprecben lafst. 

Ist K eine zu ( teilerfremde Zabl in il, so giebt es unendlicb 
viele Primzablen n in £1, die der Bedingung 

:ir ^~ K (mod. f) 
genii geu, 

Bciapiel IV. 

Auf dies vierte Beispiel bezieht sieb der Titel, den icb dieser 
Mitteitiing gegeben babe; um es darzulegen mnfs icb etwas weiter 
ausholen. 

leb nebme eine beliebige natiirlicbe Zabl m als Modul an und 
bezeicbne mit M die Gruppe der nacb dem Modul ; 
zu m teilerfremden Zahlen. Der Grad dieser Gruppe ist dann 
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Wenn nun SI irgend ein algebraisclier Norraalkorper*) ist, so ist in 
M eine Gruppe M' enthalten, die aus alien den Zalilen bestelit, die 
mit Nornien von Zahlen o dee Korpers £1 nach dem Modul m kon- 
gruent sind; diese Gruppe M' soil symbolisch durch 

N{m) = M' (mod. m) 
bezeichnet werden. 

Femer isfc in M nocb eine zweite Gruppe M" enthalten, die aus 
alien den Zablen bestebt, die mit Normen von Idealen in ii nach 
dem Modul m kongruent sind, die also das Zeicben bat 
N(a) = M"(mod.m). 

Die Gruppe M" entMlt ibrerseits M' und mag nacb M' in .7 
Nebengruppeu zerfallen. Wir setzen: 

31" = Jf' + Jf/ + Jf,' -) \- M;^i , 

Bodafs 

a = (M" M') = ^^ = ^ 

ist, wenn mit ^" und ji' die Grade der Gruppeu M" und M' be- 
zeichnet werden. Ist Ml eine der augefiibrten Nebengruppen von M", 
BO vereinigen wir alle Ideale at, deren Norm mit einer der Zahlen 
von M[ nach dem Modnl m kongruent ist, zu einem Genus oder 
Gescblecbt, sodafs ein solches Genus durch die symbolische Gleichui^ 
N{ai) ^ M- (mod. m) 

definiert werden kann. Aquivalente Ideale geboren dann immer dem- 
selben Genus an, sodafs nicht nur die Ideale, sondern die Ideal- 
klassen in Genera eingeteilt sind. Jedes Genus enthalt gleich viele 
Idealklassen, und wenn wir diese Zabl mit hg bezeichnen und Jt die 
Klassenzahl des Korpers ii ist, so ergiebt sicb 

Diese Einteilung nach Geschlechtem ist von dem Modul m ab- 
hangig, und wir werden daher von den Geschlechtem nacb dem 
Modul m sprechen. 

Ist Ai eine Idealklasse, deren Ideale dem durch die Kongruenz 
iV(Qi) ^ Mi' (mod; m) 
definierten Geschlecht angeboren, so heifsen die Zablen von M/ mit 
den Charakteren der Klasse Ai vertraglich. 



*) Die folgenden Satze gelten zum Teil auct fur nictt normals Koi-per 
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Das durcli die Koxigruenz 

N{n) EiE M' (mod. m) 
definierte GescUecht heifst das Hauptgesehleeht fiir den Modul in. 
Diesea Geschlecht, deseen Ideale und Idealklassen eine Gruppe bildeoj 
werde mit 9!^ bezeiclmefc. 

Da in dem Hauptgeschlechte fiir jeden Modul m die Klasse der 
Hauptitleale enthalten ist, so wird es eine gewisse Gnippe you Ideal- 
klassen geben, die in dem Hauptgeechlechte fflr jeden Modul w ent- 
halten ist, die also der grofste gemeinschaftliche TeQer oder der Durcii- 
sclmiti aller Hauptgesehlechter ist. Diese Gruppe, die ich mit 9t 
beaeichiie, heifst das absolute HauptgescMecht. Die Gruppe 2t ist 
in der Gruppe ® der samtlichen Idealklaasen enthalten, und die Ifeben- 
gmppen S[, SIj, Stg, . . . heifsen die absoluten Gescblecbter. 

Sind )%, m^ zwei relative Primzahlen, so ist ^.m^ni^ der Durcb- 
Bcbnitt von SI^j und %„^. Daraus ergiebt sich, dafs man das absolute 
Hauptgescblecbt finden kann, wenn maa die Hauptgeseblechter 3t,„ 
unter der Voraussetzung kennt, dafs m =jy' eine Potenz einer Prim- 
zahl ist. Auch giebt es immer Moduln m von der Art, dafs %m mit % 
identiaeh ist. 

Icb nenne nun p eine cbarakteristiscbe Primzahl, wenn fflr 
irgend einon Exponenten A das Hauptgesehleeht SI j von der Gruppe @ 
verschieden ist. 

Ist A der grofste Exponent, fiir den St ) von SI ;_i verschieden 
ist, so nenne ich p^ die cbarakteristiscbe Potenz von j>. Das 
Hauptgesehleeht % kann dann aueh als der Durchschnitt aller Ge- 
schlechter %j fiir alle charakteristischen Primzahlpotenzen ]f be- 
stimmt werden. 

Es gilt nun der Satz, dafs es fiir jeden Normalkorper £1 nur eine 
endEiehe Anzabl von charakteristischen Primzahlen, und fiir jede von 
ihnen eine endliehe charakteristische Potenz giebt. Bei ihrer Be- 
stimmung spielt die Korperdiskrimiuante ^ und der Korpergrad n 
eine entscheidende Rolle, und zwar gelten die folgenden Satze: 

1. Eine Primzahl, die nicht in ^ aufgeht, kommt nicht unter den 
charakteristischen Primzahlen vor. 

2. Bine Primzahl p, die in /J, aber nicht in n aufgeht, kommt 
nur dann unter den charakteristischen Primzahlen vor, wenn 
^ — 1 und n einen gemeinschaftlichen Teiler (grofser als 1) 
haben. 

3. Die charakteristische Potenz einer Primzahl p ist nur dann 
hoher als die erste, wenn p imgleich in J iind in n aufgeht. 
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In dem letztereii Falle ergiebt sicli Boch eine obere Grenze fiir 
den Esponenten dcr charaktcristisclieii Potenz Ton p, die ich bier 
nicbt angebe. Dies alles aber lafst sich, nebst einer Erweiterung auf 
die Ordnungen, an dem von Gaufs durchgefiihrten Fall des quadratischen 
Korpers sehr eebon verifizieren. 

Diese Geschleehter-Einteilung benutze ich nun in folgender Weise 
zur Bildimg Ton Zahlgruppen. Ich nehme einen beliebigen Modul m, 
etwa so, dafs 9r„. mit 2[ schon ubereinstimmt, verstehe unter die 
Gnippe der Zahlen ans SI, die relatdv prim zu m Bind, und unter 0' 
die Grnppe aller der Zahlen ro', deren Norm mit 1 kongruent ist, die 
also der Bedingimg 

JV(ro') EEE-. I (mod. m) 

geniigen. Da hier die Gruppe 0' alle numeriscbeu Einheiten cnthiilt, 
so ist in diesem Falle {E, E") FEEE I und die Formel in Nr. 4 giebt 

7/ = /i(0, 0'). 

Es ist aber anderereeits (0, 0") gleich dem Grade tp(m) der 
Gruppe iff',, also = (i, sodaTs sich 

h' =^ha' = hall" 



Wenn nun iJ wieder ein imagii^rer quadratiseher Korper ist, so 
erhalteo wir i'iir die so deftnierte Gruppe 0' einen Gruppenkorper K', 
wenn wir dem aus der komplexen Multiplikation stammenden Klassen- 
korper von iJ die m'"' Einheitawurzeln adjui^ieren. 

Nacb einem Satze von Kronecker lafst sich die Klassengleichung, 
deren Grad gleich der KlassenzaM ist, durcb Adjunktion der Qnadrat- 
wurzeln aus den charakteristieehen Primzahlen in soviele Faktoren 
zerlegen, als es Genera giebt. Diese Qnadratwurzeln sind Kreis- 
teilungszahlen, die dem Korper der m*^" Einheitswurzeln angehoren, 
Unsere beiden allgemeinen Safae I. und II. konnen dann hier an- 
gewandt werden und ergeben die beiden folgenden Resultate: 

1. Die Klassenglcichung ist auch in dem Korper, der alle Einheite- 
wurzeln enthalt, nicht weiter zerlegbar, als es der Krone cker'sehe 
Satz erlaubt. 

2. Jede qnadratische Form mit negativer Diskriminante stellt 
unendlich viele Primzahlen dar, die zuglcieh in einer mit 
den Charakteren der Klasse vertraglichen Linearform ent- 
halten sind. 

Der letzte Satz ist von Dirichlet (fur positive und negative 
Diskriminanten) ausgesproeheu, und viel spater von dem zn friih ver- 
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storbenen A. Meyer, den wir heute in unserem Kreise nicht mehr 
imter una haben, auf einem anderen Wege bewiesen worden, 

Br trat bisber unvermittelt und, wie mir seliien, ziemlieh will- 
kiirlicb in die Theorie ein, und der Wunsch, ibn in seinem Zusamnien- 
hang mit der allgemeinen Theorie der algebraiscben Zablea zu yer- 
stehen, war fiir mich der exste Anstofs zu den Untersuehungen, deren 
Hauptresultate icb hier mitteden woUte. 
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Konstituententheorie, eine neue, prinzipielle und genetische 
Methode zur Invariantentheorie. 

Von 
C. Eeubchle in Stuttgart. 

Sylvester hat tekanntlieh fiir samtliche „iiivariante Bildangen" 
den Namen Konkomifcanten TOrgeschlageii, das "W"(Jit hat aher bisher 
keinen reehfcen Eingang gefunden und doch kann daosdbe al& aehr 
zutreffend bezeiohnet werdeii, zumal da ea, als tautoloj^isch, sieh noch 
vereinfachen laTst, es geniigt, „Komitante" zu sagen In der That 
treten die Komitanten in dor Konstituententheorie ala „begleitende 
Fimktionen" der gegebenen Fnnktionen*) gleiehsam ganz von selbst 
auf, ohne dafs man von der linearen Transformationj bezw. von der 
Definition des Begriffa Invariante auszugehen braucht: 

Die KomUanten ergehm sieh samt den zwischen iimm besfeheudm 
BelaUonen als unmittelhare Folge, ohne jegUche Bechnung aus den funda- 
menialmi KonsUhiefntenformdsystemen, letmtere selhst aher tverden am den 
DefiniUonsgleiefmngen der gegebenen, Fnnktionen imd ih-er Konsti^enten 
^wrch EUminaHonen, hezw. durch EUminationen und Diff^entiationen in 
einfadier Wdse gewonnen. 

Zugleich erhalt man eine „natiirliebe" Symbolik, die an Kiirze imd 
TJbersichtlichkeit kaum etwas zu wunschen iibrig lassen diirfte. 

AuJserdem mochte ich noeh die padagogisehe Seite der Konsti- 
tuententheorie betonen, insofem ea mit ihrer Hilfe moglich ist, einen 
der Invariantentheorie ganz Unfcundigen in kurzester Zeit derart in 
diese Theorie einznftihren, dais er selbst das Giebaude vpeiter auszubauen 
im stande ist. 

tim das bisher Gesagte nachzuweisen und damit zugleieh den he- 
sonderen Namen Konstituententheorie zu reehtfertigen, mochte ich mir 
erlauben, in der ersten Halfte meines Vortrags die Grundlagen der 

•) XInter Funktiouen sind im Folgenden stets gauze homogeme algebraiache 
Punktionen verBtaaden. 



y Google 



124 n. Tcil: Wissenscliaftliohe Vovtriige. 

Konstituententheorie — our den Euler'schen Homogensatz und die 
Eleraente der Determinanten voraussetzend — fiir das temare Gcbiet 
zuerst vom algebraisehen, dann vom geometrischen Standpankt aus zu 
entwiokeln, im zweiten Teile werde ich, soweit die Zeit reicht, nur 
noch in Umrissen stizzieren. 



1st f eine Homogenfunktion m*"' Ordnimg in x^, x^, x'j,, und setzfc 
man, wie gebriiuehlich, 

SO mogen die f-, die ersten, die fiii[=fhi} die zweiten u. s. w. Kon- 
stituenten von /' heiTsen; aladanii hat man im ternaren Gebiet nach 
dem Euler'schen Homogensatz fiir die Funktion f 

(1) f-k''i + h':, + h'h-\fA*) W 

als erste oder explicit-Iineare Konstituentenform, deren Koeffi- 
zienten die ersten Konstituenten {m — 1)'" Ordnung sind. Welter 
hat man ffir die ersfcen Konatituenten: 

j /l = Ai^i + /i2% + U%^% == 'AA I . 

I h = ^i^i + f,.<^t + /■.a^s = \fA ' 
als esplicit-lineare Formen, deren Koeffizienten die zweiten Kon- 
stituenten {m- — 2)'*'' Ordnung sind. 

Aus diesen Definitionsgieichungen der Funktion f und ihrer eraten 
Konstituenten ergeben sich nun dnrch Eliminationen der explieiten x 
zugehorige Xonstituentenformelsysteme, welche erste und 
zweite Konstituenten enthalten. 

Setzt man namlieh zur Abkiirzung die aus den zweiten Kon- 
stituenten gebildete Determinante der ersten Konstituenten 

*) Diese AbkurzuBg mOge als Abechleifung der Gaufs'schen Bezeichnung 
{ahl = H^ fij -(- Oj 6j -[-■■• , welcke in der MetJiode der kleineten Quadrate ublich 
ist, betraehtet werden. — Die in eetiger Klammer hinter den Gleichungen bei- 
gesetzten Zahlen sind die OrdnungsKahlen (Grad in den x^; Bteben hinter einer 
Gleichung awei durcli ein Komma getrennte Zatlen in der eckigen Klammer, bo 
ist die erste die OrdniingszalLl, die zweite die Elassenzahl (Grad in den «;). — 
Bs mSge noch beiaertt sein, dafs beim Vortrag in Zurich alle folgeiiden Gleichungen 
auf Tableaux geaohrieben, und dafs zur grofaeren Tjberaiehtliehkeit diejenigen 
Gleichungen, derea Nmnmem den Index D tragen, den gleichnumerierten Glei- 
chungen dualistisch gegeniibergestelit waren. 



y Google 



B. Voi-trage dar Sektionssitzuagen. 125 

/;, /■„ fi. I 

(3) fm /■>■ f« l-F*) pm-6] 
/,, /■.. & 

uiitt bezeichnet deren Unterdeterminanten {2m ^ 4)'*'' Ordnung mit F.a 
(Fii = Fki) und nennt dieselben die adjungierten Konstituenten 
der fn, so erhalt man durch. Auflosimg der Gleichungen (2) nach den Xi, 
d, h. indem man immer je zwei der esplieit-linearen x eliminiert: 

i2a.)\¥-x^^F,^f^-\-F,^f^^F^J,= \FM kurz: r-Xi=\Fif\ [3m-n] 

ala ein erates Konstituentenformelsystem. Komponiert man das- 
selbe imter Adjungierung der Funktion I. Ordnung und I. Klasse 

(4) u^x^ + u^x^ + u^Xs = \ux\ [1, 1] 
mit den u^, so erhalt man die Funktion (3m ■ — 5)'" Ordnung und 
I. Klasse: 

(6) f.]ux\-\+(F„u^ + I^u, + F„u,)f, [3m -6,1], 

\+(F„u, + F„«, + F„u,)f, 
setzt man die hierin auftretenden Klammergrofsen nach Analogic mit 
(2) zur Abkurznng gleich Fi, so erhalt man als Seitenattiek zu den 
Funktionen (2) die Funktionen: 

{2)i>\F^^F^iU,-\-Fs^u^-\-F,3Us = \FsU\\,knr2-.Fi^\Fu\ [2m— 4,1], 

\f,=F,,u,+F,,u,-1-F,,u,^\F,u\\ 
komponiert man diese noclimals mit den m und bezeichnet die ent^ 
stehende Funktion mit F, so erMlt man als SeitenstUck zur Funktion f 
die Funktion: 
(l)n F== F^u^ 4- F^u^ + F.,u, = \Fu\ [2m — 4, 2]. 

Gemafs (2)d geht die Funktion (5) iiber in: 

F>rtl _ y,/; + F,f, + F,f, - \Ff\, 
also: 
(5') ¥-\ux\ = \Ff\ [3w — .% 1]. 

Durch AuflSsung der Gleichungen (2)d nach den M; erhalt man 
als Seitenstiick zu (2a) das weitere Konstituentenformeisystem: 



*) Dieaer Buchstabe wurde beim Vortrag „Fes" gesprociien 
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(2t)„\f-u,-f„P^+f„F,+f,,F,= \f,F\\,Vna: f-u,-',f<F\ [3m-6,l]. 

I r«,-/-„j',+/„f;+f„i?,_ |/,y| ) 

Des Weiteren geben die Grleichungen (2), mit den a;,- komponiert;, 
gemafs (1) fur die Funktion f 
, , /"=/"n^i' + %3;ia^H 

als zweite oder esplicit-quadrabische Form, deren Koeffizienten 
die zweiten Konatitueuten (m — 2)'"' Ordnung siud; analog geben die 
Gleichungen (2)d, mifc den % komponiert, 

Femer: die Gleicliungeii (2a), mit den d komponiert, geben: 

(6) F./= ^,,/;^ + ^F^hh + ^ jJ/i''* V^^ - 6, 0], 

und die Gleiehung (2a)i), mit den Ft komponiert, geben: 

(6)d F.i?' = /i,^i^ + 2A,^ii^g-| = 1/^11^) [5m— 10, 2], 

wahrend die Formeln (2a)Dj mit den Xi komponiert, wieder die Glei- 
ehung (5') geben, womit ein erster in sioh gesehlossener Opera- 
tion skreis angezeigt ist. 

Nimmt man nun, als am nachsten liegend, \fx\ und \^lx\ zu- 
sammem imd eliminiei't aus 

\\fx\= f,x, -j- f,x, +f,x,\ I ^ U, I «. I 

der Reihe naeh je ein explicites «, so erhalt man: 

um-u.-M""]- "(f,«,)«,+(/;",)«. iif„.,f„,,f„.,' 

l/'a^l-Mg— /■g-JMa;! (^MiK+(/a«sK ' 

wofiir man kurz die leieht dem Gedachtnis aich einpragende „Matris- 
gleiehung" sehreiben kaiin: 

,j, UMiA f, t.i_i\{f,«,) (/;»,) (/;«.) II j„^j-|_ 

I \l*^\ ! Wl *^ ^3 li li ^1 ^ ''^3 I 



*) Unx das symboliache Quadrat anaudeuten, iet der Exponent, wie beim 
Taylor'scten Satz mit mehreren Veranderlichen gebHluchlioli, in Klammeni ein- 
geschloBsen, iiberdies siiid die sjmbolisfth zu quadrierenden KoefEaientci) dui-ch 
Unterstreichen gekennzeiclmet. 
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wenn man unter dem Symbol || J! = j| l| das System der drei Glei- 
chungen versteht, die man erlialt, weim man die Determinanten der 
einen Matrix gleich den entsprechenden der anderen aetzt, imd wenn 
das Symbol links, das man eine „get6ilte Matrix" nennen kann, 

der Reihe naeh die drei Determinanten , , M and „eykliseh weitei-" 

I \ux\ x^ j 
bedeuten aoll. 

Komponiert man die, drei Gleiebungen reprasentierende, Matris- 
gleiehung mit den Ft, damit links die Funktion F erscheint, so er- 
giebt sieh gemafs (5') (vgl. aucb daa ausfubrliebere Schema oben): 
\\fx\ \Ff\\_\ f F.l«a;|| 
j \ux\ \F»\ I I \ux\ F I 
-(ifu)xF)-{MxF)) 
-(f,'h)(''.F,) + (f,i>Mx,F,) + {f,^,){x,F,) 
— \lfu)(xF)\, 

\(Ju)ixF)\ = F-f—F-\uxl' fjSm~i,2]; 

man gewolmt sicli raaeh daran, diese letzte Gleichung direkt aus der 
Matrixgleichuiig ahzulesen. Gaiiz auf dieselbe Relation wiirde aneh 
die auf [Fu\ und \xu[ angewandfce Matrixgleichung durch Komponie- 
rung mit den ft fiiliren, womit ein zweiter in sicli gesclilossener 
Operationskreis angezeigt ist. 

Mit diesen wenigen mid einfaehen Hilfsmittein iat also aus den 
Deiinitionsgleieliungen der Eunktion f und ihrer ersten Konstituenten 
unter Adjungierung der Funktion \ux\ und dureb Komponiernngen 
der bislierigen drei Konstituentenformelsjsteme (2a), (2a)D und (I) 
eine Reilie weiterer Funktionen hervorgegaugen; werden alle dieso 
Funktionen, f selbst mitzahlend, begleii«nde Funktionen oder Eomi- 
tauten genannt, so hat man neben den 4 Komitanten 
F 
[3m — 6, 0] 
f [ux\ F 

[(11, 0] [1, 1] [2»> — 4, 2] 

die vier weiteren nebst zugehorigen Relationen 

\Ff\"> - Ff \Ff\ - r-\ux] \fF\m _ r-F 

[4m — 6, 0] [Sin — 6, 1] [5m — 10, 2] 

\(fu}{xF)\~F-f-f-\uxl'; 

[Sm — 4, 2J 
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die vier letzteren sind ganze rationale Funktioiien der vier ersteren 
irnd damit als reducible Komitanten gekennzeichnet, *) 

Nun zur geometriachen Betraehfcimg des Bisherigen und zwar fiir 
den einfachsten Fall, in welchem zweite Konatituenten existieren, d. h. 
wenn m = 2, also /' ein Ifegelschnitt**) und daher die fa und so- 
mit auch die Fa und F konatant sind. Die Ordmings-KIa'SBtinzahlen 
der Komitanten werden jetzfc: 



F 

[0,01 



f [2,0] \Ff\<-'y=?-f 
\ux\ {}, 1] \Ff\ =F-\ux 
F [0, 2] \fF\i'i^f-F 



\(fu)ixF)\=F-f—T-\ux\'. 
[2, 21 



Die letzte Komitante, fttr welche man links eine monomische, 
rechts eine binomiaehe Form hat, ist es, welche die geometriache 
Deutung Termittelt. 

Betraehtet man zunachst die Gerade U; ais gegeben, so ist auTser 
F auch F eine Konstante, die Komitante [2, 2] ist also eine Kurve 
IL Ordnung, welche gemafs der monomischen Form den Punkt 
mit den Koordinaten Fi ais Doppelpunkt***) hat und welche 
gemiils der binomiscixen Form den Kegelschnitt f beriihrt in seinen 
Schnittpunkten mit der Geraden \ux\', also: 

\(fu){xF)\ ^ F-f — F-|wa;[* ist das Tangentenpawr im f-Schnitt- 
punktepaar der Geraden \ux\ und Fi ist der Doppelpuiikt des Tangenten- 
paares, der sogmannte Pol der Geraden U;. 
Igt F ^ 0, so gehfc das Tangentenpaar fiber in 
\f(u)ixF)\=^F-f, 

d. b. in den Kegelschnitt f selbst, der also Ton Hans aus ein Geraden- 
paar sein mufs; also: 

F = hesar/t, dafs der Kegelschnitt f in ein Geradenpaar zerfiiUt; 
ist aber i^ = 0, so geht das Tai^entenpaar liber in 
\{fu){xF)\=^ — T-\ux\\ 

•) Der Zaiilenkoeffiaient von rn m den beigecotzten OrclnungB Klassen^ahlen 
ist die Gradzail der Eomitante (Giad in d^n konstaaten KopffiiientPn voa f) 

**) Statt „/'ist die Funktion emP3 Eegekchmtteb " odei „f ^ let die Glei- 
chung eines Kegels clwittea " soil der Eurae wegen im Polgenden meist gesagt 
sein: ../"ist ein Eegelschnitt", etc etc 

•**) Denn fiir x^ = F^ verschwmden nicht allein die Determinajiten {tF), son- 
dern auch die Determinanten fru.) dd gpn^^ (2) und (,3a)jj 

/■.) ^ = IZ-^.J"! == F M^, also (/m) = F(«m) = 
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d. h. ill die doppelt zu denkende Gerade |Ma;|, welche alao Tangeiite dea 
Kegel Bchnittes f isfc; also: 

F ist der Kegelsdmitt in Linienhoordinalen. 

Ganz analog erhalt man Tjei gegebenem X; den zum obigen Satz 
dualiatisehen Satz: 

\(fu)(xF)\^ f ■ F — F ■ |xm]^ ist das BmUiruttgspunlci^aar des 
F-Tcmgenienpaares des Punktes \xu\ mid fi ist die Doppelgerade des 
Berufmmgspunkt^aares (die Seriihnmgssehne des Tangentenpaares), die 
sogmannte Polare des Tmiktes rc;. 

Die KomitantenrelaUon \Ff\ = F ■ \ux\ hesagt aber: liegen Xi v/nd 
Ui vereinigt, so liegen auek fi und Fi verei/nigt und umgehehrt, sie spriekt 
also den Fundamentalsats von Pol und Polare aus; eine kfirzere ana- 
lytische Form fiir diesen Satz iat wohl nicht denkbar. Ebenso einfach 
siiid die Deutungen der zwei Ubrigen KomitantenrelatioHen. 

Von hier an werde ich nur noch in TImriaaen skizzieren. Wahrend 
die einzelnen Formeln eines Konstituentenformelsystenis natiirlich vom 
Koordinatensystem abbar^ig sind, sind die daraus dnrcb die obigen 
Kompomerui^en erhaltenen Komitanten und Komitantenrela- 
tionen, wie geometriscli unmittelbar einleuchtet, Tom Koordinaten- 
system unabbangig, also invariant, was hinterber durcb Ausfiibmng 
der linearen Transformation in bekannter Art leicht aiialytiacb nach- 
zuweisen ist. 

In der begonnenen Weise syBtematisch fortfahrend erhalt man als 
wichtigate Formelsysteme mit zweiten Konstituenteii, welche 
zu f und F gehoren, die folgenden vier 

(11) j /"/-/.' = «-#"j. 

[ u. cykliscii weiter ) 

(11). j'p'ii-F--fi'=f •(/■»«#") 

(IIa)B j '' ■ '^"-^■~' '' ' "■'* " *^'-^''™ ! ■ 

Dieselben konnen in verschiedener Weise hergeleitet werden, z. B. 
das System (II), indem man die Matrixgleicbung zunacbst auf je zwei 
der Gleicbimgen (2) und dann auf Gleicbung (1) und je eine der 
Gleichungen (2) anwendet, analog die Ubrigen. 

Jedes der Formelsysteme reprasentiei't 3-3, d. h. 9, oder wegen 
fik = fki vielmehr nur 6 Gleichungen; in der Anwendung geniigt es 
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aber, immer nur die erste Forraei aiizuschreiben; z. B. aus dem 
Schema (Ila) mit dem beigesetzten Komponierungsfaktor U-^ 



d. h. aus dem Formeisystem (Ha), komponiert mit den Quadraten und 
doppelten Prodiikteu von Mj, u^, % liest man nnmittelbar ab: 

==F /— F \u7\' 
man brauuht ndmin-b nm emmal das vollatandige System der 6 For- 
meba -^amt den komponieienden Faktoien anzusckreiben und man iiber- 
zeugfc sich sofoit, dafs man einfath jedem Glied der Konsti- 
tutnt enter mil den komponieiendeii Faktor, hier daa u, 
innerhalb der Vertikalstriche bezw. der Klammern mit Weg- 
lassung alter Indices beizusetzen hat; bei Weglassnng des 
Doppelindes, wio beim Koeffizient F^^ von f hat man F zu 
schreiben und den Exponenten in IClammer zu setzen. 

Ganz analog ertiJilt man aus (na)D durcli Komponierung mit 
Xj^, ■ ■ ■ 

F-l\fx\'-'i-F—F-\ux\^^(FxF)<-^i; 

also mit Hinzunahme der bisherigen Resultate: 

|(/«) (XJ?)\ = (/M/)0) = iESp^ = Jf./- F . \ux\\ 

sodafs fiir diese reducible Komitante drei verschiedene mono- 
mjsehe und eine binomische Form, deren jede von Bedeutung iat, 
gewonnen Bind. Gerade in dem Umstand, dafs man in der Konsti- 
tuententheorie eine ganze Iteibe verscbiedener Formen fiir ein und 
dieselbe Komitante mit go grofser Leicbtigkeit erbSlt, diirfte, abgesehen 
von der sonstigen Einfaebheit, ein besonderer Vorteil dieser Tbeorie 
liegen. Neben der tbeoretisehen Bedeutung der versehiedenen Formen 
ftlr ein und dieselbe Komitante, stebt aber auch. nocb ein praktiscber 
Vorteil: ist namlieh fiir f intend eine spezielle Funktion gegeben, so 
erhalt man, da eine in der Konstituentensymbolik geschriebene Komi- 
tante far eine spezielle Funktion mit kieiner Miihe sich berecbnen 
lafst, durch Beniitzung der yerecbiedenen Formen der Komitante in 
der Tiber einstimmung der ausgerecbneten Resultate, sebr gute Proben; 
an solchen feblt es uberhaupt in der Konstituententbeorie nirgends; 
da dieselbe den ausgiebigsten Gebrauch vom Prinzip der identischen 
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Transformation macht, weshalb die Konatituententbeorie auch Algebra 
der identiachen Transformation genannt werden komite. 

Die Wichtigkeit der vier Form elsy stems (II), denen auch nocli 
andere zusammeugesetztere mit zweiten Konstituenten zur Seite stelien, 
und an welehe bei femerem Aufbau der Theorie natiirlich auch Kon- 
stituentenformelsysteme mit hoheren Konstituenten sich anschliefsen, 
ergiebt sich daraus, dafa schon mit Hilfe dieser vier Formelayateme 
eine aufserordentliebe Menge Ton Folgemngen und Satzen zu erhalten, 
zahlreiche Aufgaben in sehr einfacher Weise zu losen sind, wobei ich 
no eh als ein wesentiiehes Moment der Konstituenten theorie hervor- 
heben mochte, dafs man gar nioht notig hat, Probleme zu stellen, 
diese stellen sich von selbst: man hraucht rmr i 
in alien mogltchen Weisen su komponieren, wobei man 
Idmtitaien und bei geometrischer Deutung geoinetrische Satse erMlt, wie 
das oben ausgefflhrte Beiapiel gezeigt hat (vgl. auch S. 139 unten). 

Die hauptaaehlichsten Komponierungen (vgl. auch S. 134) aind: 

a) Komponierungen mit Veranderlichen, sei es mit kogredienten 
oder mit kontragredienten, sei es mit einfaehen oder mit zu- 
aammengesetzten; 

b) Komponierungen mit Konstituenten, sei es mit einfaehen oder 
zuaammengesetzten, sei es mit Konstituenten der urspriinglichen 
Funktion oder mit Konstituenten neu hinzugenommener, bezw. 
neu hinzugetretener Punktionen, wozu natiirlich auch Kompo- 
nierungen mit Konstanten gehiiren, da eine Konstantenreihe stets 
als letzte Konstituenten einer Funktion betrachtet werden konnen; 

e) Komponierungen mit Faktoren, die aus Veranderlichen und Kon- 
stituenten zusammengeaetzt sind; 
d) Komponierungen mit Differentialen; etc. etc. 

Die Komponierungen zur Gewinnung von Komitanten aind dimen- 
sionale.*) Bin weiteres Merkmal fiir eine Komitante in der Kon- 
stituentensymbolik bUdet auch die Moglichkeit ihrer Schreibweise ohne 
Indices. 

Nimmt man aber nicht-dimensionale Komponierungen yor, 

*) Geht man namlich auf nicht homogeue Fuaktioaen zurHck, indein man 
X, y, 1 an Stelle von «,, x,, x^ geaetzt denkt, und betrachtet man x, y als 
Grofaen erster Dimension, eine Funktion »»™ Ordnung in x und y, beginnend mit 
a„a^-J- " ■ ■ ^^^ GrOfse m^'' Dimension, somit a, als GrBfse nullter Dimension, 
so kann man leicht eine DimenBionBBkala fur die versoMedenen Konstituenten 
und damit auch fSr die einzelnen Fonneln einea Formelsjatenis anlegen, aladann 
aind die Komponierungen so vorzunehmen, dafs jedes einzelne Glied der ent- 
stehenden algebraischen Identitftt von deraelben Dimension wird. 
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oder komponiert man nur einen Teil der Formeln eines Forraelsystems, 
so erhalt man Funktionen nebst zugehSrigen Belationen, deren geo- 
metrische Deutung metrische Satze liefert; z. B. ist aus den drei 
eraten Formela des Systems (II) die Breimpunktstheorie der Kegel- 
schnitte in einfaeher Weise zu entwiekehi. Auch die geometrisehe 
Dentung der einzelnen Formeln eines Fomielsystenia ist von analy- 
tisch-geometrischem Interesse, z. B. giebt die letzte der Formeln (Ila) 
fiir Descartes'sehe Koordinaten das Asymptotenpaar des Kegelschnitts f 
in monomischer imd binomiseher Form. 

Nimmt man endlich Komponierungen mit Differentialen u. dergl. 
Tor, BO erMlt man in durchaus genetiacher Weise Identitaten bezw. 
Satze, welehe in der Theorie der Abel'schen Integrale, sowie in der 
Theorie der Benibrungstransformationen eine Rolle spielen; etc. etc 



Im Anschlufs an die obigen Formelsysteme (U) moclite icli einen 
kleinen Eskurs auf das binare Gfebiet maclien; aber nur in soweit, 
als icii es naebher notig babe. In diesem existieren die Formeln 
rechts, welche Linienkoordinaten entbalten, naturlicb gar nicht, die 
beidon Formelsysteme links gehen in das eine Kusammen: 

Ifnf — ff = r-x-f 1 c \f" f"\ 

1 wo r ^ 

t f-i-if — p/ ^ F-iCi^ ) das binare F ist. 
Fiir die quadratisehe Fnnktion in der Form 

f = ux^ 4- 2'bx -j- c^{ax -\'h)x-\- (px-\- c) 

= i, ■ X -\- rj (zur Abk.), 

wo I, 1) die eraten und a, b, c die zweiten Konstituenten aind, lautet 
dieses Formelsystem: 

I 6/= g?j— rf.a; L wo S = ac — h'K 

Dasselbe kann naturlicb ancli ganz elementar algebraisch bergeleitet 
warden. Dabei ist mir nur auffallend, dafs dieses Formelsystem als 
ein System zusammengehoriger Identitaten noch. nii^ends aufgestellt 
ist, obwohl die erste Formel eine nicht selten gebraucbte ist und die 
letzte dieselbe Eolation fiir die Reciprokalfunktion von f ausspricht. 
Aber gerade in der Hinzufiigung der mittleren Formel und in der 
Zusammenstellung zu einem Konstituentenformelsystem liegt der Schwer- 
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punkt, da (lurch K.omponienmgen desselben wiedor eine Fiille Ton 
Folgernngeii fast miihelos gezogen werden konnen imd zwar sowohl 
auf dein Gfebiet der Algebra, wie der Analysis, auf dem Gebiet der 
projektiveH, wie der metrischen Geomctrie, Als Beispiel sei nur an- 
gefiibrt, dafs mit Hilfe des Form elsy stems «/■ = |^ + <J efce. die 
Gayley'schen Syzyganten (s, aueh S. 135) fClr die bir^re kubiscbe 
und biquadratische Funktion ganz elementar algebraiscli uiid zugleich 
genetiaeh gefiinden werden, aodafs die auf diese Syzyganten sich 
grilndende sog. invariantentheoretische Auflosungen der ku- 
bischen und biqiiadratiscben Gleichung rein elementar-algebraische 
genaimt werden konnen. — 



leh kehre wiedec zum ternaren Gfebiet zariick. Was die Komi- 
tanten des simultanen Systems aweier Kegelschnitte f nnd g anbelangt, 
so zeigt die Tabelle auf der folgenden Seite, wie man aus dea beiden 
Formelsystemen (11) und (Ila), indera man dieselben der Reibe nacb 
mit den fiinf angesehriebenon Paktoren (Faktorenreihen) komponiert, 
die 14 Simnltankomitanten okne weiteres ablesen und Jiinscbreiben 
kann, welche mit den zu f und g allein gehorigen 7 Komitanten 



naeh dem Gordan'sehen Sata das vollstundige System der 21 Fuu- 
damentalkomitanten zweier Kegelschnitte mit einerVariablen- 
reihe x und einer Variablenreihe u bilden. 

Dabei sind die dureh das Wort „und" verbundenen durcb Ver- 
tausehung Ton f und g u. s. w. entstanden, wahrend die durch die 
Worte „und dualistisch" verbundenen durch Dualisation, d. h. dureh 
Vertauschung der kleiuen und grofsen auf die beiden Kegelschnitte 
beziiglichen Buchstaben und durch Vertauschung von x nnd w ent- 
standen sind, wie aie auch direkt aus den dualistischen Systemeu (II)n 
und (IIa)D zu erhalten waren: 
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B. Vortrage der SektionssHKUngcn. 13o 

Zugieieh liest man, wie in den obigen Beispielen, zu jeder dei' 
Komitanten eine Komitantenrelation ab und gewiiint jedesmal 
weitere reducible Komitanten, aber gerade solcbe, welche in 
direkter und geometrssch wiehtiger Bezicbimg zu den betreffenden 
Fimdamentalkomitanten stehen, und diese reduciblen Komitanten 
sind es eben, welcbe, wie im eingangs auegeftihrten Beispiel, die 
geometrische Deutung verniitteln. 

Aber auch an sich konnen reducible Komitanten nebst den zu- 
gehorigen Relationen von Bedeutuug sein, wenn diesclben wichtige 
und fundamentale Satze in einfacbster Form aussprechen, wie 
es z. B. bei der Eelation 

\Ff\ - F . \a„\ 
oben der Fall war; dabei zeigt sich, dafs die am naclisten liegenden 
Komponieruugen, bezw. diejenigen, bei welcheii die komponierenden 
Faktoren die einfiiclisten suid, im ailgemeinen auch die wichtigsten 
und fundamentalsten SUtze auBsprechen, bezw. interessante geo- 
metrisclie Aufgaben losen, wie das Scblufsbeispiel zeigen soil. 

Die Hauptsache aber ist, dafs die reduciblen Komitanten auch die 
Aufstellung der Syzyganten vermittebi. An der Hand der letzfcen 
Tabelle lafst sich aber leieht zeigen, wie dieselben in einfaeher Weise 
zu erhalten sind. Bei Komponieruugen mit zusainmengesetzten 
Faktoren, wenn man z. B. mit den Quadraten und doppelten Produkten 
von zweireihigen Determinanten komponiert, wie in den drei lefezten 
Fallen der Tabelle auf S. 134, tritt sowohl links als Koeffizient von f als 
auch reehts eine reducible Komitante auf, erstere lafst sich durch 
bereits sehon vorhergehende Komponierungen leieht in Funktion von 
irreduciblen Komitanten ausdrucken, fiir die letztere ergiebt sich mit 
Hilfe der Matrisgleichung sofort eine zweite Darstellung durch andere 
irreducible Komitanten, damit erhalt man also Relationen zwischen 
irredueiblen Komitanten, d. h. sogenannte Syzyganten. 

Und wie die Komitantenrelationen nur Ablesungen aus den 
Konstituentenformelsystemen sind, so sind die Rechnungeu zur Ge- 
winnung von Syzyganten kaum Rechnungen zu nennen, so einfach sind 
dieselben, wenigstens von vorneherein, spater wenn die komponierenden 
Faktoren zusammengesetzter wcrdeu, werden natiirlich auch die Rech- 
nungen etwas komplizierter. 

Dabei mochte ich noeh eines sehr merkwurdigen TJmstandes gedenken : 
Wemt nmilich die redumble Komitante recMs als komogme guadratiscke 
Funktion sweier irreduciblen Komitcmten tmftritt, so ist die Diskriminante 
dieser guadratischen FtmkHon nichts tmderes als die links als Koefftsient 
von f auftretende Komitante, womit man zugieieh einen Binblick in 
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das Wesen Bolclier Syzygauteu gewimit. Nimmt man nun noch ^ 
TJmstellungen niit der Syzygante und weitere Umformimgen TOr, ias- 
besondere mit Hilfe des bimren Formelsjstems af'=^^-\-S etc., so 
gewinnt man das eine Mai einen tieferen. Einblick in das Wesen einer 
solchen Syzygante, das andere Mai durch geometrische Deutung eine 
grofsere Reihe inter es Banter georaetriseber Satze. 

In betreff der Konstituentensymbolik ist zu bemerken, dafa dio- 
selbe eine Art stenographiscbe Sctreibweise filr die Komitanten giebt, 
insofem jede derselben mit deni logiach notwendigen Minimum von 
Bucbstaben bezw. Zeicben sicb scbrciben lafst; z. B. \Fff\ ist das 
kurzeste Symbol unter den obigen Simultankomitanten; \F(/\ = 
besagt (analog wie \Ff\ = oben): Der i^-Pol tou !(; und die 
(/-Polare von Xi liegen vereinigt^ also stellt diese GHeiehung bei 
konstanten m die ^-Polare des J^-Pols von uij bei konstauten x 
den J^-Pol der ^.-Polaren von Xi dar. Man kaim fiir das obige 
System leiebt einige wenige Regeln aufsteUen, Termittelat deren aus 
dem analytischen AuBdmck der Komitante ihre geometrische Bedeutung 
leicht sick merken ^fst, bezw. abzulesen ist. 

Die TabeUe auf der mcbaten Seite giebt eine iibersichtlicbe imd 
systematiscke Zusammenstellung der 21 Fundamentalkomitanteii zweier 
Kegelsebnitte /' und y nach den Ordnungskla^senzahlen. *) Bei der Kiirze 
der Zeit kann iek nickt naker darauf eingeben, icb mocbte nur erwahnen, 
dafs diese Zusammenstellung logiscb befriedigend ist, oder wenn iek 
mick so ausdrflcken darf, ein pbilosophisckes Greprage hat: 

*) Die fiber den Komitanten in eckiger Elammer stehendea Zahlen sind die 
allgemeiiieii Ordnimga-KlaBBenzahlen, wenn f von der tit'-"', g von der «.'=" Ord- 
nung ist, sie involvieren zugleich dio Gradzahleu (s. oben S. 128 Anm,*)); die 
unter den Komitanten stehenden Zahlen sind die Ordnungs-Ela^scnr.ahlen fur 
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Und nun will ieh noch ein typisches Beispiel einer reducibleu 
Komitante vorfuhren, das zugleicL zeigen soil, wie einfach allgemeine 
analytiseh-geometrisclie Aufgaben naeh der Konstituententheorie sich 
losen lassen, ich wahle hierzu die Aufgabe: 

Ort der Schnittpunkte der /'-Polaren und der ^-Polaren 
der /"-Punkte, 
wobei icli bemerke, dafs die folgende Zusammenstellung die gauze 
notige Rechnimg olme jeglicte Auslassimg enthalt. 




/Ffim 



1st !/,■ cin beliebiger /"-Punkt, so liat man: 



BedingiiBg fiir yi 
f- Polare von yt 
jr-Polare von yi 



l?!(l -0 

\3y\ -0 



l/(/B)PI = (//!?)l" = 0; 



j S, - (ft) •) 

j/j-EIinainat giebt als 



*) y^ = (_fg) bedeutet nach der Beaeichnung voa Study: 
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Vortiage der Scktionesitzungen, 



(II a) [i'n/■-F■V=(/3^F 



folgt: 



I 






NebenrecbnuDg: (II) ig^g — ffi^=(f?2^s)'^'l l-^u 

fur g \ "I 

femer: | J'j^lW == j^!*]W)^_^, *) 



Der Ort ist also eine Kurve IV. 0., welchc gemafs der iiiono- 
mischen Form, wie leicht za zeigen, die Eeken dee den Kegels chnitten 
f imd ff gemeinsamen Polardreieeks zu Doppelpimkten hat und welche 
gemafs der binomisebcii Form die Kegelschnitte f und |-F[/['^' je 
TJermal beriihrt iu ihren Scbnittpunkten mit dem Kegelsclmitt g\ die 
letate trinomisebe Form ist die Darstellung dea Ortes in dea Funda- 
mentalfcomitanteii Yon f und g. Dabei moge nocli bemerkt sein, dafs 
in der Figur lediglich der deutlicberen und Qbersiebtlicheren Dar- 
stellung halber die beiden Kegelsebnitte in der speziellen Lage einer 
Ellipse und eines konaentriacben Kreisea gewablt sind, wobei das 
gemeinschaftliche Zentrum ein isolierter Punkt der Ortskurve wird. 

Umgekebrt ffibrt die Konstituententheorie ganz von selbst auf 
diese Aufgabe, sobald man unter den verschiedenen Komponierungen 
des For melsy stems (II a) die Komponierung mit g^^ u. s. w. vorgenommen 
hat, alsdann giebt die dadurch erhaltene monomische Form {ffgy^\ ala 
yi Eliminat aua 

I lftP=o I 



aufgefafat, sofort das obige Erzeugungsgesetz fiir die Kurve. TJbrigcns 
ei^ebt sicb dasselbe auch noch einfacher gemafs der S. 136 erwahnten 
und angedeuteten Eegeln und mit Hilfe des Satzes auf S. 128. 



') also |f sl*^' ist ein Kegelschnitt al8 Ort e 
f-Tangente ist (Poncelet'schev Kegelschnitt). 



s Punktes, dessen p-Polare 
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Zum Schlufs hatte ich noch den Wunach, dais es mil mit dieaeii 
weaigea AusfUhrungeii gelungen sem inochte, dei Kon&tituententheorie 
einige Freunde imd Mitarbeiter zum weiteren Ausbau gewonuea zu 
haben, zumal ich naeh memen tisher^en Erfahningen dei Uber- 
zeuguug bin, dafs das konsequcnte and systematiseli durchgefiibrte 
Konstituentenprinzip sowohl in der Invariantentheone , wie in der 
analjtischen Geometrie, in der Algebra wie in der Analysis wesentHche 
Vereinfaeliungen und sicher aucb noch viele weitere neue Gfesichts- 
pankte ergeben wird, wie ieh in spateren Veroffentlicliungen dea 
Naheren ausffihren werde. 



Bemerkung: Zu diesem meiuem Vortrag mocbte ich noch hinzu- 
fiigen, dafs ich die in der Zahlentheorie, Inrariauteutheorie u. s. w. 
allgemein gebrauehliche Benemmng „Form" fiir „ganze, homogene 
algebraische Punktion", obwohl sie durch grolse Kilrze sich aus- 
zeichuet, nicht angewandt babe, und dafs ieh hierfilr „Homogen- 
funktion" oder kurz blofs „Punktion" sage, da ieh es einerseits 
nicht filr zulassig halte, dafs dem allgemeinen Begriff, den die Sprache 
mifc dem Wort „Fonn" verbindet, diese spezielle Bedeutung unterlegt 
wird, vmd da anderseits die verschiedenen Formeo einer Funktion, 
einer Koniitaate in der Konstituententheorie und daher aueh in der 
Invariantentheorie eine HauptroUe spielen, wie ja das Prinzip der 
verschiedenen Pormen als eines der wichtigsten, weim nieht als 
das wichtigste Prinzip in der Mathematik und Philosophie, ja iiber- 
hatipt in Kunst und Wiasenschaft, angesehen werden darf. 
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Sur lea systemes associatifs de nombres symboliques. 



Dans sa communication M. Stephanos a fait voir que Tetude des 
systemes de nombres symboliques de la forme 

lix = x^^Cy -|- ■ ■ ■ -f- 'x„:em 

(oil les x^^, x^, ■ ■ • Xm designent des quantites ordinaires reelles on 
iniaginaires) efc dont la multiplication est definie par une fommle 
telle que 

e^Cij = Ua/jtXiyjei, (i, j, fe = 1, 2, - • - m) 

revieut a I'etude de la forme triliu^aire 

f(x, y, u) == SaijkXiyjUk, {i,j, fc = 1, 2, - ■ ■ m) 

dans laquelle on doit considerer les ti comme des variables 
contragredientes aux x et aux y. 

Pour que la multiplication en question satisfasse a la loi d'association 

(ex e^) e, = e^ (e,j e,) 

il faut et il suffit que la forme f{x, y, u) soit telle que Ton ait I'identite: 

A cote des expressions Cs il convient de considerer aussi d'aiitrea 
expressions symboliques de la forme; 

M. = M,fl + ■■■ + «»£„,, 

et definir les produits e^M, et M,ei par les formules 
tiiitx = f{x, E, u) = ZaijiXiCjUt. 
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Dans le cas ou Ton a la loi d'aasoeiation 

il se trouve que I'on a aiissi 

(m, fir) Cj, ^ Mf (ex ey) . 
M. Stephanos a ajoute qu'en partanfc de ces prineipea il a ete conduit 
a im grand nombre de resultats relatifs a la tlieorie des systfemes 
associatifs de nombrea symboliques qu'il publiera procbainement dans 
un travail etendu. 
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Kesultaiite terna,rer Formen. 



P. GoRDAN in Erlangen, 

Die Formen f, f^, f^ seien drei ternare Formen, welehe in den 
Variabeln die Grade m, n, j) haben. Die Resultante E ist eine ganze 
Funttion ihrer Koeffizienten in den Graden np, mp, mil. 

Bezeiclmet man die Gleichungen der SelmittpuBtte von f^, f^ mit: 
M„, =0, M„, = 0, ■ ■ - M«„j, = 0, 
go hat man: 

(1) «-/■(»,)««,).../■(«.,). 

In dieser Formel fcreten die Koeffizienten YOn f rational auf; die von 
f^ ujid f^ sind implicit in den a enthalten. Man mufs sie daher so 
trtmsformieren, dafs auch die letzteren rational vorkommen. Zu 
diesem Zwecke entwickle ich H in eine Reihe yon UberscliiebungeQ : 

B = E{U, V). 
Die XJ sind Invarianten etc. von f und die V siraultane symmetrische 
Invaiianten ete. der «. Wir bilden mm ein ! 



-Pi- P^ ■ ■ ■ P^ 
asyzygetischer Invarianten etc. von / vom Grade np in den Koeffizienten, 
und wahlen fflr sie symbolisclie Prodnkte. 

Nach dem Her mite' Bcben Eeciprocitatssatze lass en sieli hierans 
weitere asyzygetisehe Formen: 

«,, ft ■ • e, 

ableiten, indem man die Sjmbole von f durch die a ersetzt, diese 
dann permutiert und addiert. Die XJ sind linear in den P und die V 
in den Q. 

Man erhalt Bomit die Gleichimg: 
(2) U=.£c{P,Q), 

in welcher die c numerische zu bereebnende Koeffizienten bedeuten. 
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Die a konimen in (1) und (2) vor, einerseits in den /"(k), 
anderereeits in den Q. Aber es besteht zwischen (1) uad (2) der 
TJnterscliied, dafs H eine simultane Inyariante von drei Formen f, /"^ , f^ 
ist, wahrend die Q Kombinanten und Semikombinanten von fj und f^ 
allein sind. 

Die Q sind anfserdem rationale Invarianten etc. des Produktes 



man kann daber zwei Arten von Q unterscbeiden, deren erete aus 
den ganzen Invarianten etc. von v besteiit. 

Um znr aweiten zu gelangen bemerke man, dafa die Bedingung, 
dafs /' in lineare Faktoren zerfallt, 

ist, wo V eine gewisse Kovariante oder Invariante von f bedentet, die 
in den Eoeffizienten den Grad n -f- 1 hat, Nach dem EeeiprocitUts- 
satze entspricbt V eine simultan symmetrische Invariante ete. z/ der k. 
Die tfberscliiebungen iiber zJ bilden die zweite Art Q. 

Filr m '^np kommen in (2) nnr Q der ersten Art vor; R iet 
dann eine simultane Invariante von f-uad v. Man kann es unter der 
Annahme berecbnen, dafs f in lineare Faktoren zerfallt. 
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Sur les problemes qui se rapportent 'a, la resolution des 
Equations algebriques renfermant plusieurs inconnues. 

Par 
F. Enriques a Bologne. 



Etant donnee une equation algebrique 

il s'agit de la reaoudre en poaant %, %, ■ ■ • X„ fonctiona de w — 1 
parametres u^, ■ ■ ■ m„_i. 

On pent enviaager le problems ou bien au point de vue analy- 
tique, en exigeant p. e. que lea fonctiona xiu^, ■ ■ ■ m«_i) soient holo- 
morpbes (ainsi dans plusieiirs rechercLes de MM. Poineare, Picard, 
Painleve), ou bien au point de vue proprement algebrique. En ce 
dernier eas lea x reaulteront des I'onetions rationnelles de u^, ■ ■ - m„_i 
et d'une fonetion algebrique irrationnelle 

On demande de choiair lea parametrea de telle fa^on que I'irratioua- 
lite X(ui, ■ ■ ■ M«_i) (envisagee au Bens de Galois) ait tela ou tela 
autrea caraeteres donnes d'avance. 

A ce probleme se rattachent plusieurs queations importantea oil 
Ton conaidfere la dependance dea parametrea u dea inconnuea x, le 
degre ou bien le groupe de I'irrationalite X etc. 

Les reaultats etablia sur ce aujet ae boment Traiment a dea 
cas fort particuliers. On y eat amene sou vent par des problem ea 
geometriques que j'ai cru bon de transformer au point <ie vue de 
I'algebre. 

S'ila ne auflirout paa a eclaircir les difficultea que Ton rencontre, 
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il arrivera peut-etre qu'ils en montrent U natuie et appellent sur cea 
diffleultes Tattention des mathematicieiiB ^i^ 

Voila !e but que ]G me suis propose p^i ma conference. Mais il 
n'est pas facile ile donner un lesunie de cea questions. Puisqu'elles 
sont con^ues suivant un esprit de lecheiLhe un \}tu different de I'ordi- 
naire, on ne saurait so passer de quelques developpements sans nuire 
a la clarte. Ainsi je prefers me bonier ici aax mots qui precedent. 
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ilber Pasigraphie, ihren gegenwartigen Stand und die 
pasigraphische Bewegung in Italien. 

Von 
E. Schroder in Karlsruhe. 

Zur Diskussion auf einem internationalen Mathematiker- 
Kongresse dflrffce sieh kauin ein Thema in hoherem Mafse einpfehlen 
als das der Pasigraphie, und ich bin iiberzeugt, dafs der Gegen- 
stajid von der Tagesordoung kiinftiger Koi^essG nicht meh.r ver- 
schwinden wird. 

Ist doch das Ziel dieser neuen Disziplin kein geringeres als: die 
endgiiltige Festlegung einer wisBenBcbaftlichen Universal -Spraehe, die 
vollig frei von nationalen Eigentiimlichkeitea und beatimmt ist, durcli 
ihre Konstruktion die Grundlage zur wahren, namlieh exakten Philo- 
sophie zu liefem! 

Eine solche Sprache kann natiirlieli nicht fiir den ganzen Bereich 
metis eUichen Dcnkeua auf einmal geschaifen werden. Ihrc wichti^ten 
und bis jetzt auch am weitesten gediehenen Teile sind wohl diejenigen, 
welehe die Grundbegriffe der reinen Mathematik und insbesondere 
der Logik, Aritbraetik und Geometrie betreffen. leh werde mich 
hier in der Hauptaaeke auf einige von diesen Gebieten besehranken. 

Da die Zeit nicht erlaubt eiue historische Exposition zu geben, 
so sei nur kurz daran erinnertj dafs die pasigraphische Disziplin schon 
von Descartes klar vorhergesehen und postuliert worden und dafs 
Bie ein Ideal bildet, welches Leibniz Zeit seines Lebens vorschwebte. 
Wie unser gelehrter Freund Sign. Peano unMngst an's Licht gezogen, 
hat Leibniz dem Gedanken so hohen Wert beigelegt, dafs er sagt: 
aufser einem Religionsstifter und Sfcaatenlenker — pra«ter prophetam 
ac principem — konne niemand der Menachheit einen bessem Dienst 
erweiaen als derjenige, welcher jenes Ideal verwirkliche. Auch Des- 
cartes meinfc, wir dilrften nicht hoiFen seine Verwirklichung zu er- 
leben, da alsdann die Welt in ein Paradies verwandelt erschiene! 
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Leibniz klagt auch fiber clas sehr geriuge Interesse, das seine 
ZeitgenosseB der Sache entgegenbrsichtea. Dieselbe Klage wiirdc aueb 
heute iioeh oftmals am Platze sein. Indessen wage ich zu hoffen, dafs 
es mir vergomit eem moge, doch einige Begeisfcerung filr diesen sehr 
wiclitigeri Gfcgcnstand zu erweckon, der in der That zur Zeit in ein viel- 
versprechendes Stadium getreten. 

Vorweg miifs ich freilieh einer Behauptung unserea geehrten Vor- 
sitzenden, Herrn Peano, von 1894 widerspreehen, wo er in seiner 
,^ntroduction au formulaire de mathematiqne" pag. 52 sagt: „Le 
problems propose par Leibniz est (done) resolu." Mit diesem Bangui- 
nisehen Ausspntch ist er, wie wir sehen werden, der bisherigen und 
noch bevorstehenden Eatwiekelnng der pasigraphischen Disziplia sehr 
weit YOransgceilt. Ja, es waron damals, als der Ausaprueh fiel, noch 
nicht einmal die Vorbedingungen zur Erreiehung des Zieles gesichert und 
allgemein zu^nglich gemacbt, wie sie es nunmehr sind, Selhst heutigen- 
tags aber bleibt uns noch viele und schwere Arbeit zu bewiiltigen. 

Die far etne beliebige Spezial-Wissenschaft zu losende Anfgabe 
lauft darauf hinaus: sanitliche Begriffe, die sie unafafst oder mit 
denen aie operiert, voUig angeiuessen (adaquat) und ao tnapp (konzis) 
wie moglich auszudriicken durch eine minimale Menge von funda- 
mentalen oder Urbegriffen, sogenannten „Kategorieen" — und zwar 
yermittelat „reiii logiacher" Operationen, die you allgemeiner An- 
wendharkeit, mithin fflr alle Wisaenszweige die namlicben sein werden, 
indem sie den Gesetzen der gewobnlichen Logik gehorchen, einer 
Logik jedoeh, die in ihrer vollkommensfcen Gestalt als ein „calculus 
ratiocinator" sich darstellen wird. Piir die Kategorieen und Operationen 
dieser ,4ingua characteristica" oder „scriptura universalia" sind bandliche 
Zeichen und einfacbe Symbole, wie etwa Buchstaben, zu verwenden; 
diese aher soUen — ungleieh den „W6rtem" einer lebenden Sprache — 
mit ahsoluter Eonsequenz odor matbematiacher Strenge gehand- 
habt werden. 

Es diirfte kaum notig sein, zu betonen, wie viel hoher dieses 
unser logischea Ziel ateht gegeniiber den blol's linguistischen Be- 
strebungen — der Volapiikisten, z. B. — denen es nur urn die 
Schaffiing eines Versiandigungsmittels zwiacben versehiedensprachigen 
Personen zu thnn ist, und deren blolse Erwahnung fast auf eine 
Herabwiirdigung unseres Gegenstandes binauslauffc. Doeh mag einmal 
ausdrflcklich statuiert werden, dafs die pasigraphische „Sprache" uber- 
haupt nicht bestimmt ist, jemala geaprochen zu werden. Vielmehr 
bat aie lediglich den Zwecken der Wiaaenschaft zu dienen; und 
diese soil sie fordem weniger zufolge ihrer manehmai an Stenographie 
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oder Tachygraphie genialinenden Knappheit imd Kiirze, ala vielmekr 
kraft ihrer logischen Struktui Allen voran den Zwecken der- 
jenigeii Wis sens chaft, welche die alten Gnechen „die Wisseiiscliaft 
(katexoclien)" Mathesis nannten, dcmnachst den Zwecken der Logik 
und einer exakten Philo Sophie, die so lange hat auf sich warten lassen 
und der man jetzt endlieh wild entgegenachen duifen 

Ala eine vielleieht noch nicht allgemem geteilte personliche Anaicht 
mochte ich beilaufig aussprechen, dafs mir die reme Mathematik blol's 
als ein Zweig der allgemeinen Logik ei&cheint der Zweig, welcher 
auf die Schopfimg der Zahlen sich gnindet, deren wirtsLhattlichen Vor- 
ziigen die ungeheuere Entwickelung zu veidatdien ist, die dieaem be- 
sondem Zweig zuteil geworden im Vergleich mit den iibrigen Zweigen 
der Logik, die bis iu die jiingste Zeit fast stationar geblieben waren. 
Diese Ansicht findet eine Stiitze in der Thatsache, data ia pasigraphiscber 
Hinsieht the Arithmetik aller besondem Kategorieen, jeglicher eignen 
Urbegriffe zu entraten vermag, iudem diejenigen der allgemeinen Logik 
schon ausreicben, um ihre samtliclien Begriffe (wie Vielheit, Anzablj 
EndUchkeit, Grenzwerfc, Funktion, Abbildung, Summe etc.) aufzubauen. 
Und ebenso kommfc sie mit den „Prinzipien" der allgemeinen Logik 
au8 und bedarf zu ihren Beweisfilhrungen keiner „Axiome", 

Beschranken wir, um bierbei zu bleiben, unaere Betrachtungen 
solchergeatalt auf die allerreioste Mathematik, so tritt in der That — 
bauptsaeblich dank dem Entwickelungsgange, den Charles S. Peirce'a 
Logik der „Relative" genommen ■ — bereits unyerkennbar zutage, dafs 
ihre samtHchen Begriffe sowohl, wie die der Logik iiberhaupt, zuriick- 
fiihrbar sind auf nur fiinf Urbogrifl'e oder „Kategorieen" im Aristo- 
telischen und Kant'schen Sinne. 

Bevor ich Ihnen diese vorfuhre, mufs ich eine Bemerkung voraus- 
sebicken. 

Die minimale Anzahl der pasigrapbisch unentbehrlichen Zeichen 
wird die angegebene Zahl 5 der Kategorieen eia wenig ubersteigen, 
indem von den letzteren gewisse zwiefaltig zu symbolisiereu sein 
werden: etwa so, wie in der arithmetischen Analysis keinea der 
beiden Zeichen 

+ und £ 
auf die Dauer entbehrt werden kann, obzwar sie beide docb blofs dazu 
dienen, dem cinheitlichen Begriff der „arithmetiBehen Bumme" Aus- 
druek zu gebea. 

Zudem machen unsere Kategorieen dann noch. nicbt das gauze 
System der fundamentalen Bezeichnungen aus, sintemal z. B. Klammern 
eia sehr wichtiges und praktisch unentbehrliches Bezeicbnungselemeut 
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vorstellen, ohno doch flberhaupt einen Begriff darzustellen und obwohl 
sie an sieli jeglicben Siiuies bar sin<i. (Bekanntlicli dienen PareutheBen 
■ — wie in der Algebra, so aueh in unaerer Symbolili — lediglicb dazu, 
um einen zusammengesctzten Auadruck, den sie urns eblief sen, als einen 
einzigen Namen bildend zu kennzeicbnen, ihn zu sfcempebi zu einem 
Ganzen, auf das sich die aufseren KnUpfungs- und Operationszeicheii 
bezieben soUen.) 

Dies Yorausgesctzt sind die fflnf Kategorieen oder t'undamentalen 
Begriffe der allgemeiuen Logili mit Einschhil's der Arithmetik die 
folgenden; 

'> , bulTN , 

— die beiden ersten, wic man sielit, hier in doppelter Ansi'ertigimg 
dai^estellt, der zweite sogar in dreifaoher, inaofern der Pnokt oder 
das Malzeichen zwischen Buchstaben auch imterdriicltbiir seio soil, 
Bodafs deren Kniipfong auf cine blofsc Nebeneinandersteliung (Juxta- 
position) binaus^uft. 

Das e]^te von dieaeu nnsere Urbegriffe daraustellen habenden 
Zeichen ist das woblbekannte Glcichheitszeieben. Dieses wird jedoeb 
in der allgemeinen Logik in einem viel engeren Sinne als wie in der 
Matbematik gebrauebt, imnilieb es soil dazu dienen um Tollige Einerlei- 
heifc, Identitat auszudrUeken. Sein Aquivalent 1', die apostrophierfce 
Eins, die icb kurzebalber Einsaj siieohe stellt dieselbe Kategorie der 
Identitat als emen lelativen Begrft hn la/u bestimmt, anf die Klasse 
der Dinge binzuweisen, welcbe „gie b n nibcb „6inorIei" sind „m.it -", 
ein Zeiehen, das mancbmal geradezu ni t lem Wort „aelbsfc" ^ le m@me 
=^ lo mismo uberaetzbar. 

Das zweite oder Muliiplikationszeiti en hat in der allgemeinen 
Logik — vollig nnabhangig von se nei ar thmetiseben Bedeutnog ■ — 
Scbnittes (^ nteiS(.ctio) luszudriicken, indem es 
* hinweisen soil, was den dnrcb dasselbe verkniipften 
(und zuglcich getrennten) Termen gemeinsam ist: a ■ I oder ab be- 
deutet una: was (zugleicb) a huA b ist. Das 77 wird sodann, abnlich 
wie in der arithmetiscben Analysis, gebrauebt, um „identiscbe Produkte" 
zu bezeicbnen, wic sie aus der Operation solch begriftlichen Schneidens 



Uusere dritte, dureh einen iibergesetzten Horizontals t rich dar- 
zustellende Kategorie ist die woblbekannte logiache Operation der 
Negation oder Verne inung. Gfenauer gesprochen: das Zeiehen soil 
auf deren Ergebnis, das Negafc, hinweisen. Wenn a irgend etwas 
bedeutet, so soil a das, was nicht - a ist, vorstellen. 
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Offenbar ist Negation em fundamental&i Begiiff, dem es unthunlich 
isfc, eine formliclic Dcfimtion lugedeilieu zu lissen Fiir die mangelnde 
Begriffserklarung treten die <!ogeniiinten logischen „Priiizipieii" ein, 
als: der „Satz des Widcrspiuuhs' imd dts „iusge8chIossenen Dritten". 
Und ahnlich wiirden, nebenbei gesigt samtliche ,Prmzipieii" der Logik 
aowoU, wie der Anthmetik, V>ei genauerer Piufung aich ala blofse 
Stellvertreter, Surrogate tiir Definitionen erweisen, die aicbt regelrecht 
gegeben werden konnen — wie denn allgemein zugegeben iat, dafs 
nicht alles definiert werden kann, indem ja jede Definition sich auf 
vorgangige andere Begriffe, in letzter Instanz auf bereits vorhandene 
Kategorieen, atatzen mufa. 

Unsere vierte, durcli einen iiber irgend ekien Buclisfcaben gesetzten 
Tlingel oderHalbmondauszudriickendeKategorie ist die der Konversion: 
wenn a „Ursache von-" bedeutet, so soil S (a konvers) ans „Wirkuiig 
von-" ausdrHeken. Weiin e „Kind von-" bezeicknet, so soil c ,pElter 
{das iat: Vater oder Mutter) von-" bedeuteu — ein Punkt, auf den 
ieh zuradckomme. 

Die funfte von mir diireh einen Strichpunkt (semicolon) dargestellte 
Kategorie ist die der Beziebung (relatio) viberbaupt, wobei die ge- 
brauchliche tJberaetzung unseres Strichpnnkta in die Wortspraehe sein 
wird: die Praposition „von" (= of = de), das woblbekannte Adels- 
pradikat. 

Wenn a = araans Liebender (von -) und h = benefactor Wohl- 
tbater (von-) bedeutet, so soil a;6 den Liebenden von einem Wolil- 
tbater (von -) bezeiclmen. Die so auf eine Kntipfung durcb dies Zeichen 
hinauslaufende Operation beifsfc relative Multiplikation oder 
Komposition. 

Dieae funf Kategorieen mm mit ihren sieben Zeichen genGgen 
iragiunde um alle fiii ilie Logik und Antbmetik weatntlichen Begriffe 
emzukleiden, wie mcblier zu seben ist ich werde diese anscbeinend 
sebr gewagte Behiuptimg wemgstens bis 7u einem gewisaen Umfange 
hier emgehend 7U recbtfertigen haben 

Abet wenn sie duch theoretisch, a ia iigueur, su,li ils ausreichend 
erweisen, so wird es docb nicbt ratlicb sein, sich praktiscb auf ibren 
ausschliefslicben Gebraucb zu beschranken. Um vielmehr Scbwiilstig- 
keit zu verraeiden, Knappbeit und klare tTbersicbt zu ermoglichen, 
aucb aus Riicksichten auf die Symmetrie, sehen wir uns dabingedrangt, 
die obige Liste der fundamentalen Zeichen alsbald zu er^nzen — 
ahnlich, wie man auch in der Trigonometrie den Cosinus, die Tangenteetc. 
beibehalt, obwoM sich zur Not mit dem Sinus aliein schon auskommeu 
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Die folgendeii Zeilen 2) zeigen, in welcher Weise die 18 Symbole 
der letzten Zeile 3), die das volktantlige Bezeiclmmigssyatem der all- 
gemeinen Pasigraphie ausmaehen, sich auf uiisere fiinf Kategorieeii 
reduzieren: 

Die 11 Definitionen: 

iO = a-a, 1=0, 0' = 1', « + i = a-t, Ea = lm, ail = a;h, 
Die 18 Zeichen: 

3) 0, 1, *, -, s, n, a, 1', ', -, (-), t, ; , 4, -, C, 4, +, C- 

Wir inflssen jene rascli durehgehen. 

Durch die erste von vorstehenden Gleiehungen 2) wird der logische 
Begriff des Niclits eingefiiltrt, den die allgemeine Logik mit dem 
Zeichen darstellt. So oft wir Anlafa haben werden, dieses Zeichen 
fiir die wohl davon zu imterscheidende Zahl Null (0) zu gebrauehen, 
beuge ieh einer Verwechselung dadureh vor, dafs ich einen Pnukt iiber 
sie seize. „Nichts" ist hier definiert als dasjenige, was zugleieh a imd 
nicht -a ist — eineriei, was a bedeuten moge. 

Die nachste Gleichung definiert una „etwa9" als ,^icht-n!chts". 
Dieser Begriff umfal'st alles, wovon iiherhaupt gesprocben werden kann, 
das Denkbare, alles Erdenkliche, uud so hat das Zeichen 1 in der 
a!lgemeinen Logik das Ganze oder Totum, die Gesamtheit, den Begriff 
des Ali'Sj Boole's „uniYerse of discourse", sagen wir: den „Denk- 
hereieh" darzusteUen — den man iibrigens zugunsten irgend einer 
speziellen Untersuchung gelegentlicb auch einschranken kann. Um 
einer Verwechselung seines Zeiehens rait der Zahl Eins (1) vorzubeugen, 
wie sie flbrigens nur selten, namlieh bei elenientaren Untersnehungen 
von gemiscbter, sowohl logiscber als arithnietischer Natur zu besorgen 
steht, pflege ich im letztern Falle einen Tupfen dartlber zn aetzen. 
(Ebenso bediene ieh mieh in solchen Fallen fiir die arithmetische 
Multiplikation imd Addition, im Gegensatz zn unserer logischen oder 
„identiBchen", des ausdriicklichen X, resp. eines grofseren + Zeiehens.) 

Die dritte Uleichnng 2) definiert den relativen Begriff „verschieden 
von-" oder „other than-" (ein andres als-), indem sie ihn hinsteUt 
als „Dicht identisch mit-", nnd filhrt sie zu dessen Bezeichnung eiae 
aJa Nullap zu lesende apostrophierte Null ein. Wenn diese Beziehung 
zwischen zwei Auadriicten statuiert werden soil, ist es in deutschen 
mathematischen Zeitschriften bereits tiblich, sie mittelat eines vertikal 
durchgestrichenen Gleichbeitszeichens ^= darzustellen, das als „ungleich" 
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gelesen wird, und dessen Bedeutung die vorletzte nnserer Deimitionen 
2) zum Ausdruck bringfc. 

Die vicrte und fiinfte Gleichijing deiiuieren die „identi9che Summe" 
oder das logische Aggregat (den InbegrifF, die Gesamtheit von-), die 
wir in der allgemeinen Logik mit den der Arithmetik entlelmten + 
und H darstellen. a + & soli hier dasjenige bedeuten, was nioht zu- 
gleieh nicht-a und nicht-fe ist; das heifsfc aber: was entweder a 
oder &, vielleicht auch beidea, ist. 

Die sechste Gleiehung 2) fiihrt ein Zeichen j- ein, das ieh als 
piu (mit dem italienischen Worte fiir +) l^^e, um eine Beziehimg 
auszudrilcken, die dem gewohiilichen Denken sehr fern zu liegen seheint 
und aueh in der verbalen Logik keines Namens teilhaftig geworden 
ist. afh soil dasjenige vorstellen, was nieht ein nichi-a von einem 
nicbt-6 ist, und dies Dlnft binans auf: ein a von jedenfalls allein 
aufser den 6 (einerlei, ob es auch ein a von gewissen i ist, oder 
nicht). Die Operation, deren Ergebnis a j- 6 ist, heifst „relative 
Addition". Die Einfiibrung dieses anscheinend etwas gesuchten und 
ungewohnten Begriffes ist durcb die Riicksichfc auf die Symmetric 
diktiert, die — wo ein Raumteil durcb eine F^che begreuzt wird — - 
das namlicbe Interesse wie diesem, dem Iimenraume, jeweils aueh dem 
Aufsenraume zusprieht, fur die nicbt-a die gleicbe Beacbtung heiscbt, 
wie fiir die a; sodafs die j Beziebung genau in derselben Weise unserer 
Kategorie von (;) entsprieht, wie Produkt und Summe, ■ und +, 
n und 27 sowie die Partikeln „und" und „oder" einander entsprechen, 
von denen man sicherlich keiae missen mocbte. — Um sogleieb ein 
Beispiel zu geben, so wird, falls t uns „Teiler von-'' bedeutet und wir 
unseren Denkbereicb auf die natiirlichen Zahlen besehranken, nun 
tfO dasjenige vorstellen, was ein Teller ist von jeder Zahl (schleeht- 
weg, namlich: aufser keiner, niehts ausgenommen, ohne Ausnahme). 
Eine solche ist in der That die Zahl 1, und keine andere. 

TJnsere nachste Definition filbrt ein: den hoebwichtigen Begriff 
der Einordnung, das Enthaltensein in- als Teil iiberbaupt (sei 
es als ecbter Teil oder als das Ganze selbst). Die „Sub8umtion" a^h 
soli besagen: a ist entbalten in b, ist Teil von b, und dies erscbeint 
bier erklart mittelst der Auasage: a ist einerlei mit demjenigen, was 
zngleicb a und 6 ist. Mein im Deutscben als „euigeordnet" (onter- 
geordnet oder gleicb) zu lesendes Subsumtionszeiehen =^ tiberaefczt 
gemeinhin die Kopula „ist, est" eines kategoriseben TJrteils. Beispiel: 

Gold ist (c^) Metali, Koehsalz tat (^) Chlomatrium. Zugleich 
aber stellt es sicb (zwiscben Aussagen a und b gesetzt) als das 
Zeichen „ergo" der Schlufsfolgerung dar; denn obzwar die Pramissen 
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in eiuem gewissen Sinne cUe Konklusion „inYoIvieren", so wird, so oft 
h alia a folgt, doch mngekehrt die Klasse der FaUe, wo a gilt, ent- 
halten sein in der Klaase der Geiegenlieiten, wo 6 gilt. Die Subsumtion 
a^ff kD.na sonacli {in solehem Falle) iibersetzt werden mit dem 
hypothetischen TJrteil: Wenn a gilt, so gilt h. 

Die nachste Definition 2) fuhrt blofa die Vemeimmg ein der soeben 
besproehenen Beziehung als: das Nichtentbaltensein in-, etc. (es iat 
woh! uunotig hierbei zu yerweilen), ebenso wie die letzte Deiinition die 
Vemeinung einfiihrt, der einzigen, die wir nim noch zu bespreehen haben. 

In der noch abrigen (drittletzten) Deiinition 2), die ebeufalls eine 
wichtige ist, wird der Begriff der Unterordnung (subordinatio), 
namlich des Entbaltenseina als Lin tcbter Teil erklait a ist als ein 
soluber m 6 entbilten, so oft a m b enth'Uten ist, wihrend 5 niebt , 
in a entbalten ist — 

Hiemiit besit/en und behenscben wir nun das vollstandige Be- 
zeiobnung? system litr allgememen Logik, das aus den 18 Zeichen 3) 
bentebt, die durch ihre m 2) ^ollzogene Zurdikfdbiun^ auf die 5 TJr- 
begnffe 1) hintoit zur Verwendung m lei Pasigiapbie legitimiert er- 
scbemfn Damit Ytrfiigen wir zuglenb libtr tbe pr<iktiach unentbehr- 
li(,hen fTrim Ibegnfte dieser Disziplmeu 

Das vorgelegte BezeiolmungSBysteni ist dasjenige, welches sich 
naturgenidfa ans den uber ein halbes Jahrbnndert sich ersfcreckenden 
tiefsinnigen und ftusdauemden lorschungen von DeMorgan, Boole 
mid vol allem Chailes & Peiite bei memei Uberarbeitung von des 
letzteien feehopfimj, hei aus ent wick eit hat Ich bm dibei verbiiitnis- 
mafeig nni wenig imd nie ohne tiiftigen (Jfiund von Peirce's Be- 
zeicbuungsvorscblagen abgewichen btarkLi diffcrieit ea von dem 
Bezeiehniingssysterae der von Heim Peano gefdbiten italionisehen 
hchule, und mdg zugunsten derer, die mit des letzteren Synibolik 
\eitiant smd hogleitb bemerkt sem, dais unsere Zeichen 



4) deuen Pe; 



0, 1, +, -, Z, n, a, =4 
■ A, V, ., r., J, .', -«, ., 



entsprechen. *) 

Daranf, dafs in Peano's System unsere filnfte Kategorie — die 
wichtigste von alien — ij^'ou" noch fehlt, und dasselbe sonacb keine 

*) Deren Ersatz fur die doch. als Trager, Stativ fiir Summationsvariablo und 
Summengrenzeii etc, ;iu dieneu halicndea S, H scheint, beilaufig gesagt, nicht 
glucklioher gewahlt, ah wenn man. in der Arittmetik diese beiden Zeichen durch 
-j-' und x' ersetsien wollte. 
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miseren relativen Operafcionen (j- imtl ;) entaprechenden Zeichen auf- 
zuweisen hat, koninie ich kurz zuriick. 

Der calculus ratiocinator mm, (lessen Gesetzen luisere Kate- 
gorieen uad fundamentalen Operationen unterworfen aind, iat kein 
anderer als Peirce's „Algebra der Relative", eine Disziplin, die 
das Gebiiude der „Algebra der Logik" kront uud sowohl den Auasagen- 
kalkul wie den IQassenkalkul als euien sehr untergoordneten Teil 
mitumfafst. 

So ziemlich AUes kann imfcer dem Gesiehtspunkt eines binaren 
Belativs betrachtet imd als ein solches dargestellfc werden; auch Aus- 
sagen lassen sich als binare Relative ausehen und Klassen, Mengen 
oder absolute Bcgriffe konnen als solehe bingesteUt werden. 

Und da im gemeinen sowohi als im wissenscliaftlichen Denken die 
relativen Begriffe bei weitem die absoluten iiberwiegen, die sich oben- 
drein den ersteren schlielslich subsumieren lassen, so leuchtet ein, dafs 
die Logik der relativen Begriffe, Relative, die unerlafslicbe Grundlage 
bilden miifs fttr jeden Erfolg verheifaenden Anlauf zur Fasigraphie. 
Ebendarin, dafs die traditionelle Logik mit ihren Syllogismen sich so 
lai^e auf absolute Begriffe mit den durftigen Kategorieen von „aile", 
„eimge" und „keine" beschrankte, ist eine wesentliche Ursacbe fiir ihre 
Stagnation zu erblicken, die Kant noch zn dem Ausspruche berechtigte, 
sie habe in den zweitausend Jahren seit Aristoteles keine wesentlichen 
Fortschritte gemacht. Dieses trifft jetzt nicbt mehr zu. 

Um die Tragweite unserer neuen Relativlogik zu illustrieren imd 
zugleich die behauptete Zulanglichkeit unserer 5 Urbegriffe 1) zum 
Aufban samtlicher Grundbegriffe der Arithmetik schon in weitem Um- 
fang zu erharten, wUl ich nun in einigen Gruppen die pasigraphische 
Darstellung und Erklarmig von vielen ihrer weaentlichsten Begriffe 
hinsetzeu und daran noch eioige Bemerkungen knflpfen. 

!(» ist eine Klasse, absoluter Begritf, System, Gebiet, Menge, 
ensemble, insieme) ^= (a]l^a) = f a j a jO. 
6) (num. ffl = 6) = (ffl = 0) = f a ;^ 0. 

i(num. ffl = 1) = (aist ein Element, Individunm, eine Konstante) = 
= (0';ail=o) = 
= (0';a = «) = («40';«) = «;(l'ia). 
I (num. ffl ^ 2) = (Die Menge a ist einPaar) =^ (O'aa^ 0';»0') = 
-a;0'{l'j{Stl')];a, 
was ans Z,j (i + j) (i + j ^ a) ffi { (* + i) (A + j") 4 (* 4 «) I 
zusammengezogen ist. 
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9) 



num. a>3) = (0'a«-0';«0'=]=0) = a;0'(0';«0');«. 

>_ii™.S)_ 
— ((<;(i=i;S)(o;0';a— l;0';i){«;0'(0'iO0');«— J;0'(0';60')i6|--] 
ot«-Sf6)(ofl'fa = Sfrfi)[«f|l'+l'f(a+l')lto— 

a, ist gleichmachtig, in Gr. Cuntor's Ausclrucksweise „aqui- 
valent" &) = (a -^6) = 2;(3;g + «;^=^l')(6 = g;«) (ti^s;&), 
5S) = (Die Menge « ist eudlieh) = 

« ist oo) = (Die Menge a ist aktual nnendlicli, traasfinit) = 

■f ist eine Fuaktion) = (f-f^r^f-f). 

ist eine Substitution, Pemmtation) = (s;s = i' = S;s). 

ist ein a von j") = (i =^ ra ; j) = * ; » ; j. 

wobei t, j Individuen vorstellen, Tergleiche 7). 
[Die Menge a ist durcli das Prinzip x „einfacli geordnet") = 

(x;x=^x ^ O'aax), 
per ganze Denkbereieh ist durch x einfach georibiet) = 

(x;x-^x= O'x). 

Verweilen wir einen Augenblick bei dem Bisherigen. Man sieiit 
hier vermittelst des obigen Bezeicbnungskapitals fiir eine fteihe von 
fiir die Arithmetikj und Mathematik iiberbaupt, fundamentalen Be- 
griiFen die pasigr aphis che Definition gegeben. 

Bei 5) bis 9} und 16 ) habe icb am Schlusse die Definition selbat 
auch in (Jestalt eines binaren Eelativs angeachrieben; das sind dann 
„aiisgezeichnGte" Relative, die blola der beiden „Wahrheitswerte" (oder 
„absoluten Moduln") nnd 1 lahig. 

Naebdem in 5) die „Meng6' definiert war, habe ich, uni die 
Formehi nicht zu iiberladen, die Voraussetzimg, dafe a und eventuell b 
eine Menge Yorstelle, von dei letzten Zeile in 7) an in diesen Fomieln 
nicht mehr zum Ausdruck gebrathfc. 

Wir erblicken denmachat die Deiinition der niedersten natiirlichen 
Zahlen 0, 1, 2. Die \erbale Logik vermochte schon die Einzahl nicht 
zu definieren. 



10) 

11) I 

12) j 

13) I 

U) 
IB) 
16) 

17) I 

18) i 
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Auf die Begrund Jii„ lieser Defin tionen im cinzelnen einzugeiiea 
ist natUrlich hier niuht angan^ig Doch mochte ieh als ein leieht ver- 
standliclies Beispiel dit Entsteb mg der Definition der Zahl 2 erlautern. 
Die letzte Zeile von b) brmgfc woitln-h zum Ausdruck: Ea giebt ein 
Element i und ein, lavcn verschiedenea Element j derart, dafs beide 
in a entbalten sind, jedoeh jeles von ibnen verscbiedene Element Ji 
dann nicbt in a entbalten sein wird. Offenbar ist dies notig und hin- 
reichend, wenn die Menge a aus gerade zwei Elementen besteben aoU. 
Nach den (in nieinem Buch) wohlfandierten Regebi der „Algebra der 
Relative" verdicbtet sicb aber diese Aussage unscbwer zu den dariiber 
angegebenen Formen. 

In 11) ist aufser dem Begriff der Gleiehmaehtigkeit auch derjenige 
der Abbildung oder gegenseitig eindeutigen (eineindeutigen) Zuordmuig 
pasigrapbiscb dargestellt zn seben, und zwar dieser binter dem 2?zeicben. 
Die Mengen a und h sind namlicb gleichmacbtig zu nennen, wenn ea 
ein Relativ s giebt, welches die eine auf die andere (in diesem Sinne) 
„abbiidet". 

12) giebt die Definition der Endlichkeit, die nach Peirce 
aelbst^ndig aufgestellt werden kann, indem zum Ausdruck gebracbt 
ist, dafs man beim Durcbgeben der Elemente der Menge notwendig 
zam Auagangselement zurilekkommen musse. 

13) giebt die Definition der Unendlicbkeitj ebenfaUa selbstandig, 
in der Qblichen Weise: ala die Eigensehaft der Menge, auf einen 
echten TeJl ibrer selbst „abgebildet" werden zu konnen. 

Die beiden Definitionen lassen sieb ala biofse Negationen von eia- 
ander rein reehneriscb nacliweisen.*) 

10) giebt die explizite Bedingung fiir die Gleiebzahligkeit, 
mimlicb daftir, dafa zwei [aebon ala „endliehe" — vergl. 12) — voraus- 
gesetzte] Mengen a und b aus gleichviel Elementen bestebea — in 
Form einer unbegrenzten Serie von Teilbedingungen, als eine Relation 
zwiscben diesen Mengen. Dieselbe lill'st wobl erkennen, wie be- 
recbtigt Herm Dedekind's Bemerkung ist: dafa der „Anzabl"- Begriff 
falsebliob fiir einfacb gebalten werde. 

Zu 17) bat sicb der Begriff der „einfacben Ordnung" pasigrapbiscb 
verdiebtet aus den Merkmalen, welcbe Herr Burali-Forti auaeiaander- 
gesetzt und einzeln einzukleiden veraucbt bat in die (solcben Aufgaben 
wohl nicbt gewacbsene) Symbolik der italieniscben Scbule. Es gemahnt 



*) Vergl. meinc iu den Vertandlimgen der Leopold. Carolinischen Akademie 
im Druck befindliclie Abhandlung; „Uber zwei Definitionen der Eudliclikeifc ucd 
G. Cantor'sche SE.tKe". 
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liier an stenograpliische Kiirze, weim es znr Einkleidimg der Aufgabe 18) 
nur eines Aufwandes von 5 Lettem bedarf. Gleiehwohl verra^ jeder, 
der relativen Logik Kundige, liieraus samtliche Eigenschaften einea 
„einfacli geordneten" Gajizen denkuotwendig abzuleiten, wo nicht eiufach 
herauszuleseii, Maclite man irgeml einen Scbnirkel, so ware soleh 
atenograpliiaclier „Scblu88eI" freilich noch karzer; doeh wiirde das 
wertvoUate — eben letzteres — damit preisgegeben. — Es ware 
lohnend imker einzutreten in die pasigraphieclie Darstellung a)l der 
Begriffe, um welehe Herr Gr, Cantor hier die Wiseenschaft bereiehert 
hat. Wir konnten zunaclist z. B. zeigen, dafa die Forderung: „e8 giebt 
in der durch x geordneten Menge a ein Element von niederstem Range" 
sicL als a ^ O'S ; ft darstellt, und dafs «(SfO) der Ansdruck dieses 
Anfangselementes ist, u. s. w. Indessen lafst solches die verfiigbare 
Zeit nieht zu. — 

Ahnlieh wie im Bislierigen konnte nnu auch die Forderung 

19) (num. a = num. h -\~ i) 

pasigraphisch definiert werdcn. Man gelangte dadiircb far das Zalileu- 
reich zu einem Relative 

20) g = um i grofser als - , 

dnrcb welches sich, wena auch nicht sehr einfaeli, das Relativ 

21) t = Teller, Divisor von-, 

oder anch, falls man dies vorzoge, das ( = Multiplum, Vielfauhes 
von-, ausdrilcken lafst. Darm ist 

22) i^tiO, (i^tiO 
und haben wir beispielsweise noch: 

= (relativ prim zu- = teilerfremd mit-) = t f{i * t), 
(m ist teilerfremd mit «) = (m ^ r ; «) = m ; \t f (i -t t)] ; n , 
Primzahl = (1' + ^) j i = (( + r) t , 
■^'') 1 (Grofster gemeinsamer Divisor von m und n) = 

^t\m-t\n- \t j t ; {ni -i- ri)] , 
(Kleinstos gcmeinsames Vielfaclies von m und n) = 

= idem, ( fiir t 



Und anderes mebr. Mit diesen Ausdrficken lafst sich rechnen, und 
konnen Schliisse fiber sie aus ihuen selbat gezogen werdeu, was mit 
einem blofs stenogr aphis chen „Schlflssel", wie es z. B, Peano's D(m, n) 
filr den vori^kten Begriff iat, nieht der i'^aU ware. 
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Von den beiden Darstellungen dea Begriffs der absolnten Prim- 
zahl (fiir den Denkbereich der ganzen Zablen) besagt bier die erste: 
Primzahl ist eine ZabI, die zu jeder Zahl aufser der i in der Bezielnmg 
sfcebt, entweder mit ihr identiacb, oder kein Vielfacbes derselben zu 
sein; die andere: Primzahl ist, was zu jeder Zabl (obne Ausnabme) in 
der Beziehung stebt, entweder ein Teilci- von ihr, oder mit ibr teiler- 
fremd zu sein. Und, kraft der (bier nicht gegebenen) pasigrapbiscben 
Struktur von t selbst, wird die eine in die andere sicli aueb trana- 
formieren lassen. — 

TJm neben der Aritbmetik auch auf andere Gebiete wenigstens 
einen Seitenbliek zu werfen, so sei bier fiir den Fall, dafs der Denk- 
bereich 1 den Raum bedeutet, die Definition des geometiiscben Punktes 



24) (« ist ein Punkt) = (^ + 0) 7T{(^ =^ w) + (s ^ m)), 

in andererForm(nacbPe5rce) = (s =^ 0) 77{(i(Cl ^) -€(«*= 0)| 

— deren erste Form den Punkt als einen vom Niebfcs verschiedenen 
Raumteil binstellt, der zu jedem Raumteil u in der Beziebung stebt, 
entweder ganz in ibm selbst, oder ganz in seinem AuTaenraume i* ent- 
balten zu sein. Die Auslegung der zweiten, Ton mir aueb auf die 
erste zuruekgefiilirten Definitionsform ilberlasse ich dem Leser. — 

Schliefalicb ein Wort flber die Pasigraphie der menaeblicben Ver- 
wandtficbaftsverhaltnisse und zwar sowobl der Bluteverwandtscbaft 
(Consanguinitat) als aueb der Verscbwagerung (Afflnitat), die ein fiir 
Studierende der Jurisprudenz nicht unwicbtiges Kapitel im Corpus juris 
bilden. AuTser wenigen Ton den vorbesprocbenen aJlgemein logischen 
Zeieben sind nur zwei speziflsebe Relativsymbole erforderlich, um alle 
diese Verhaltnisse in knappster Form erschopfend und untersebeidend 
daraustellen. Diese beiden sind: 

m = maonlich (ein ahsoluter Term) 
und 

c = Kind von- (= child of-, ein relativer). 

Da das Menscbengesebleebt ein dioeisches ist, bedeutet dann 
m = nicbt mannlich = weiblich, und c, wie acbon erwabnt, = Eltcr 
TOD - . Der Denkbereich 1 = m + m bestebt alsdaon aus den Peraonen 
der menaeblicben Gesellschaft in Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft. 
Nut mufs, um unserer Pasigraphie aueb die Verschwagerunga verhaltnisse 
zu^nglich zu macben, jedem kinderlosen Ebepaar ein „potentielles 
Kind" zugeschrieben werden. Freilicb konnte man, damit das Ideal 
der Pasigraphie vollig verwirklicht werde, verlangen, dafs auch die 
Begriffe „mannlich" und „KJnd von-" selbst noch auf 
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Urbegriffe zurdckgefflhrt wiirden. Dergleichen stiinde erst zu erhoffen, 
wenn Zoologie und Physiologie eine viel hohere Stufe der Vollkommen- 
lieit erreieht hafcten. Inzwiscben wird schon etwas zu gewmnen sein, 
weim wir diese beiden Begriffe m und c sehleehfcweg als gegeben, als 
Urbegritfe gel ten laesea. Polgendes sind dann die paaigrapbisclien 
Darstellimgen filr einige Verwandtecbaften : 

(eveiituell nur Halb-) Geschwister = 0' ■ c ; <;, 
VoUgesebwister (Bruder oder Scbwester) = 0' - c ; me ■ c ; mc, 
Vollbruder = 0')w- c;mc-c;)wc, Vollschwe9ter = 0'm-c;»Me-c;)H<;, 
25) Stiefkind = c-c;c;c, 

Ehegespons (consort) =0'-2;c, Gatte^O'-mcjc, GattiD = 0'-»«c;c, 
Neffe oder Nicbte ^= c;0'(c;c), 
Schwiegermiitter = mc; 0'(c ; c). 

All diese Verhaltnisae hat am griindlichsten Herr A. Macfarlane 
studiert und z. B. die Frage beantwortefc, welcbe Yerwandtachaften (vom 
zweiten Grade) durcb das englisebe Gesetz auagesehlossen werden, 
das dem Witwer verbietet, die Schwester seiner veratorbenen Fran zu 
beiraten. Es lasaen sicb mit diesen Ansdriicken aueb irgendwelche 
Aufgaben rein reebneriscb losen, wie z. B. diese: Eine Dame, aber 
eine Pbotograpbie in ibrem Album befragt, giebt zur Antwoft: „Sie 
wissen, dafs ich keine Tocbter babe; nnn, ein Toebtersohn dieser Person 
ist der Vater ejnes meiner Enkel"; wie war das Original mit der Dame 
verwandt? 

Macfarlane kam jedoeh, da er sich gegen Peirce's Algebra der 
Relative ablebnend verbielt, liber eine gewisse Klippe nicbt binans, 
insofern er in den Ton ibm aufgestellten, von den obigen nocb etwas 
differierenden Ausdrttcken das von ibm sogenannte „reduced meaning" 
derselben nicbt auaznscbeiden vermochte. Der Sachverhalt kann achon 
an dem bekannten RafcBe! fflr Kinder deutlicb gemaebfc werden: Mein 
Vater bat einen Sobn, der ist doeb nicbt mein Bruder; wer ist es? 
Die „reduzierte Bedeutung" dea Kindea der Eltem von jemand ist dieaer 
„selbst" (1'), und iat deshalb der Zusatz 0' (= „ein anderer ala") zu 
c ; c uner^fslicb, um korrekt den Eegriff der Gesebwister zu bilden, — 

Abgeseben von dieaen apezieUen tinteraucbimgen engliaeben Ur- 
sprunga und von der gmndlegenden Arbeit Peirce's in Amerika baben 
bia jetzt die Ziele der Pasigrapbie nur nocb in Italien eifrige Forderer 
gefunden. Die verdienstvolle, von Herm Peano aeit 5 Jabren heraus- 
gegebene Zeitacbrift Kiviata di Matematica aamt dem beigegebenen 
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Formulaiio let hauptaiehlieh ihieii Zwecken gewnlmet imd durch eme 
Gruppe vou scbarfsimiigen italitnisrhen Forschem ist in dieser imd 
anderen 7eit<<t,hnft(,n eme Reihe von Spezjalgebieten aus der Analysis 
und Greometiie m pisigraplnsclier Tendenz niit grofaem Fleifse Ober 
arbeitet worden Was '•icb mit dtm Boole Mel oil aehen Aus^agen 
kalkiil (ciluilns of eqiiiYdlent statemcBts) eneioben laM — imd das 
ist scbon viel — erscbemt dabei grolsenteils bereifcs geleiatefc, weiui 
aucb leidei m einem stark abweicheuden Bezeiebmmgssysteme In 
bezug aut den, die gegenwaitige Pbaat dei it iIienisobGn Pasigiaphie 
bewegung noch cbaiakteueierenden, Nithtgebia,ucii you Pcirct, ^ 
Algebra dei Relative abcr (tiir deasen iu^giebige \erwertiiiig dcts von 
der italieniacben Scbule adoptierte Bezeicbnungssystem beinahe ein 
Hindemis bildefc) kann icb micb nun kurz fas sen, indem ieb das 
&leicbnis unseres Einfiibreuden (in der 1. Sektion, Herm Minkowski) 
auf die Scbule anwende: von denen, die sieb iuimer nocb der Segel- 
boote bedieneiij wabrend die Dampfsebiffe bereits erfimden sind. Es 
bieten zablreicb ersonnene stenograpbiscbe Scbliissel fiir die dem 
Bezeicbnungskapital der italieniseben Scbule nocb abgebenden Kate- 
gorieen, die in der Algebra der Relative bereits vorhanden und 
nacb ihren Gesetzen leidlicb erforscbt sind, nur einen unaulanglicben 
Ersatz. — 

Wnrde oben gezeigt, wie mit denselben Mittebi ebensogut der 
Begriff der Unendlichkeit und des grol'sten gemeinsamen Divisors, wie 
z. B. derjenige der Scbwiegerniutter sieb darstellen lafst, so wird man 
zugeben, dafs die Pasigrapbie aus dem status naacendi niin in der 
Tbat herausgetreten und ibr Ideal wenigstens zu einem guten Tcile 
bereits verwirklicbt sein mufa. 

In den immerbin seltenen Fallen, wo der Menscbbeit die Ver- 
wirklicbung eines Ideales gelang, nimint dasselbe meistens binterber 
sieb docb ganz anders aus, als es deneu vorscbwebte, die ea zuersfc 
konzipierten. So aucb bier. Soviel kiinnen vpir jetzt scbon sagen, 
dafa jener Teil von Leibniz'ens Voraussage: „scriptura baec uni- 
versalis aeque erit faciiis quam communis" scbwerlieb in Erfflllung 
geben und Descartes' Hoffiiung, dafs mit ibrer Hilfe daim eiu Bauer 
mebr Eiasicbt in die Dinge gewitmen werde, ala beute ein Pbilosopb, 
sieb kaum jemals realisieren diirfte. 

Die Scbwierigkeit liegt in dem calculua ratioeinator! Die 
hohem Teile der Logik bieten eine solcbe FUlle von Problemen, die 
zu den allersebwierigsten geboren, und die Herrscbaft fiber die — blofs 
emsten Forscbem zuganglicbe — Algebra der Relative iat so wenig 
leicht zu erlangen, dafs sie wobl nie Gemeingut werden, sondem voraus- 
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sichtlich stets das Privilegium von nur wenigen, bevorzugten Denkerii 
bleiben wird. — 

Nachschrift. leh habe mich bei der Auswahi der 5 Kategorieen 1) 
von Riicksichten der Konvenienz ftlr die Zwecke meines Yortrags leiten 
lasBen, imd will damit nicht gesagt haben, dafs ihre Zahl nicht viel- 
leicht nocii weiter reduzierbar. In der That acheint unsere „Kategorie" " 
der Konversion mittelst der Definition 

— WO i und j ini Sinne von 7) Individuen vorstelleu — noch ihrer- 
seits (bei geeigneter systematisclier Anordnung samtlicher „Definitionen") 
auf die vier abrig bleibenden Urbegriffe zurackgefahrt werden zu 
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Zur Theorie der adjungierten quadratischen Formen. 

Von 
GusTAV Rados in Bud ape at. 



Die Koeffizienten der quadratischen Form 



konnen ala die Elemente der Matrix 

c _ 1 <i, I ft I - 1, 2, . . ., «) 

betrachtet werden. Ea mogen die i 
Subdeterininanten m^" tfrades dureh 



derselben Matrix gebildeten 



c-r if, 



bezeiclmet werden, wobei 0^™ als abgekiirzte Bezeiehnung fiir die 
Deterrainante 



■ft, %,•■■,«.), t 






- {\, \, ■ ■ ■, h.) 



als Bezeicbnungen von )w-gliedrigen Kombinationen der Elemente 
1, 2, • • ■, n euigeffihrfc wurden. 

Vermittelst der soeben charakterisierten Sub deter minanten m**" 
Grades kann nun abermals eine quadratiscbe Fonn gebildet werden, 
die dieaelben als Koeffizienten entbalt: 



u 



-^2""- 



."f, 
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diese Form kami man als die m*° adjungierte Form von /I bezeiehuen. 
Die liiermit emgefuhrte Termmologie lechtteitigt der Umstand, dafs 
sich aus f„ tui m = 1 die gewobnhclie GauTs scHe adjungierte Form 
eigiebt 

Die gleichzeitige Betrichtung der luspiuiigh hen Form mifc ihren 
ad,mtliGhLii adjuiigieiten Foimen bietet ott we'^enthclie Vorteile. Dieaer 
Umstand veraalafste micb vorlaufig, die nachfolgendeii einfacten Satze 
uber hoheie adjtmgierte Formen mitzuteilen, wahiend ieh auf die 
charaktenstischen Beziehungen zwischen den Elementarteilem der ver- 
sohiedenen adjimgierten Fomien m luibi inderen Arbeit zuriiekzit- 
behren liofle 

Theorem 1. Ist /i eme definite positive Form, so sind 
ihre samtlichen adjungierten Formen gleiehfalls positiv; ist 
hingegen f[ definit und negafciv, so ist, je naehdem m gerade 
oder ungerade ist, /"„ definit und poaitiv oder definit und 
negatiY. 

Wird namlich fj verraittelst reeller orthogonaler Transformation 
auf die Form 

Ci^/i^ + PaJ/s^H \-Qny^^ 

gebracht, so sind die Koeffizienten 

01. Q2, ■■•> 9" 

dieser Quadratsumme bekanntlich die Wurzeln der charakteristischen 
Glciehung 

- 4> Cis ■ ■ ■ Ci« 

Css — Q ■ ■ ■ o%« 



*i(f) = 



es kann nun f,n gleichfalls durch reelle orthogonale Substitution ali 
Quadratsumme aufgestellt werden, deren Koeffizienten der Gleichung 



c«_ 


-9 


c" 




■o'Z 




c'f 




o'S- 


-? ■ 


. c*"*' 




CW 




c 




■ '-'"^ 


- Q 



geniigen, Aus einem Aufsatz*), der im 48. Bande der Math. Ajuialen (p. 41 7) 



*) Zur Thcorie der adjungierten SubstitutJonen. 
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erschienen ist, folgt nun, dafs die Wurzeln der letzten Gleiehung, falls 
sie durch pi^ij. ■>„, bezeiebuet werden, aus der Formel 

P*i '2 ■ ■ 'm = P'l f's ■ ■ ■ Ki 
hervorgehen, indem man fiir \i^ ■ ■ ■ i„ die m-gliedrigen Kombiaatiouen 
der Elemente 1, 2, 3, ■ ■ ■ K einsetzt. 

lat nim /i definit positiv, so sind die Wurzeln 

9i> Q2> ■ ■■, 9" 

alle positiy, ea siud demnach auch sJimtliche ICoefflzienten p,^ .^ . . . i^^^ 

gleichfalls von positivem Vorzeichen und es ist soniit f„, fur jedes m 

definit positiv. 

Ist hingegen fj definit negatiy, so sind samtliche q;^ ,-g . , , ,-^^^ fur 

gerade m positiv, fiir imgerade m negativ; daher ist auch f^ fiir jedes 

gerade m eine definite positive, fiir jedes ungerade m eine definite 

negative Form. 

Aua demselben Prinzip ergeben sich noch folgende Theorems: 
Theorem 2. Ist f indefinit, so sind die Formeu 
fi, f„ ■ ■ ; /■—■ 

alle indefinit und die Signatur von /"„, ist 

*-=i'(->)'(»-.)('7')' 

wo k die Anzahl der positiven ICoeffiaienten in der Quadrat- 
summen-Darstellung von /j bedeutet. 

Theorem 3. Ist f^ semidefinit, so sind es auch alle ad- 
jungierten Formen. 

Theorem 4. Damit die Formen 

fi,f2, ■■■,U-i 
samtlioh definite Formen seien, ist es notwendig und hin- 
reichend, dafs irgend eine dieser Formen definit sei. 

In ganz einfaoher Weise lafst sich noch das nachfoigende Theorem 
beweisen: 

Theorem 5, Ist die Matrix von f^ m'^" Ranges, so sind 
die Formen 

/■,.+.,/■..+=. ■■■,/.-■ 

identisch Null und f„, das Quadrat einer linearen Form. 
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Formules pour la determination approximative des nombres 

premiers, de leur somme et de leur difference d'aprfes le 

numero de ces nombres. 



J. Pbrvoucuine a Perm. 
(Traduit par A, Vassilief.) 



M. J. Pervouehine, pretie au diitnct Chadnu'jk (Perm) adres^e aw Congifes 
la note suivante, relahve a ses tiaiaux sui la determination ipprosimative 
des nombres piemiere La note est lue par M A Vasailief (Kaean), qui 
donne a la Beetion pr^alablpment quelques lenseignements biographiquet sui le 
T^n^rablo auteio de H note et sur sea tiaiaux dins le domame de la thcDtie des 

nombres. M Vassilief rappclle qm M Pervoiuhme (ne — Tanv J827) a montr^ 

en 1877 que les nombres 2* -f- 1 et 2' -\- 1 Bont des nombiee lomposes Le 
premier reeultat a ^t^ conununiqu^ par lui x 1 Academie des Scieneea de 
St. PSterel)ourg deux moi« ITant que M E Lncas aifc publie (Atti della H Accade 
mia di Torino Vol XIII) le mcme rtaultat Ln 1883, M Pei\Ouchuie i com 
muniqu^ a lAcadtmio de St P^tersbouig que le noml re 

2«' — 1 = 2 305 843 000 213 693 ^51 
est un nombre premier; ce r^sultat a ^te verifii? quatre annees plus tard par 
M. Hudelot en suivant une methode donniSe par Lucas et est trfes int^reasant 
parce qu'il donue le neuvifeme nombre parfait connu (Mathesis. VII, 45 — 46). 



I. Je propose aux mathematidena de verifier lea formules suivantes 
qui ont ete publiees par moi dans le Bulletin de la Societe Physico- 
mathematique de Kasan [serie 2, vol. IV, fasc. 3]. 

Designons par 2F la somme des nombres premiers de 1 jusqu'a 
P incluaivement, la somme des numeros de tons ces nombres de 1 
jusqu'a N inelusiYement par I^N, la difference entre le nombre premier 
P et le nombre precedent P^ c.-a-d. P — P^ par ^P et la difference 
Aes rapports -^ — -^^ par d. 
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tables de la sommatioa des nonibres premiers auxquelles j'a 
e a traTailler en 1891 m'ont donne les i 



|-ioey+ iog,jf- 1 + ;^J^H- a,(i4y)" 

z)P- log»-+ log, Jf + j^A'j-jj- j^l^-- j^^^., 

(1 = 0,5 + ^^+24aogff)^' 
Pour les somnies multiplea on a les foniiules suivantes; 

^ _logif+l„g,if-^\-i,+'J^„ 

^«_i^^ b I 5i ^ a; I ^ (log AT)' 

Pour Jf assez grand (> 8000) on a: 

(J^-l)^logA^=l, (_N^l)^\og,N^j^, 

A i'aide do ces formules je trouve les fomiules suivantes qui lient 
les nombres L et M et qui peuvent servir au calcul successif de 
ces nombres: 

■^1 = A - ;^i, -M, = 4 + -^ - j^^, etc. *) 

n. Je propose de demontrer que, quaud le nombre premier P 

augmente, la somme multiple 2J„P tend vera la liinite -, 

^ ' ^ (logP)''.j,»+_l' 

mais reate toujours plus grande que cette limite. [Ici P^+i est la 

n -\- 1-ieme puissaneo du nombre premier P, b + 1 = 1 ' ^ ' ^ ' " " 

.■.(«-i)»(«+i).] 



•) Dans toutes les formules log^N do'signe Ic log(log(Iog ■ ■ ■ N)))); (logNf 
ia puisaance i-feme du logarithme; lee logarithmes sout n^p^riens. 
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Uber kettenbruchahnliche Algorithnien.*) 

Von 

W. Franz Meyer in Konigsbcrg i. Pr. 

Euler**) bat, wie es seheint, zuerst yersueht, den Algorithmus 
von Euclid ffir den grofaten gemeinsaraen Teiler zweier Zahlen auf 
mebrere Zahlen auszudehnen, und damit zugleich das gewohnliche Ketten- 
brucliverfahreii zu veraUgGmeinern. Durch Satze Hermite'a***) an- 
geregt, hat bckaiintiieh Jacobif) die fragbehe Ausdehnung in weiterem 
Umfange aufgenommen. 

Der Verfasser — der die grundlegenden Ideen acbon Tor einer 
Reibe von Jahren Freunden mitgeieilt bat ■ — bat ini Folgenden die 
Jaeobi'sehe Tbeorie auf Grand zweckmafsiger Bezeicbmmgen nnd Be- 
griffe wesentUcb vereinfacbt und weitergefiihrt. In letzterer Hinsiebt 
Bei insbesondere auf das von Jaeobi beiseite gelassene Annakerunga- 
problem verwieaen, das in § 6 tbeoretiseh, wie praktiaeh eriedigt wird. 
In Etiekaicbt auf den znr Verfiiguug atebeaden Baum konnte die Dar- 
stellung des Inkalis nur eine sebr knappe sein. Man vergleicke nocb 
die vorlaufige Mitteilung in den Beriebten der Konigsberger pkys. okon. 
Ges. Dez. 1897, wo der Fait d=2 explicifce durehgefiikrt ist. 



*) Der Inhalt der Abhandlung konnte, aua Mangel an yerfiigbarer Vortrags- 
y.eit, ebenaowenig zum Tortrag gelangen, wie das urapriinglich angekundigte 
Tliema; „Die neuere Entwickelung der Algebra imd Zahlentlieorie". 
**) Comment, Arithm. coll. 1849 Bd. II p. 99. 
***) Journ. f. Math. Bd. 40, vgl. auch. Liouville's Journal Bd. 14, sowie die 
Abhandlnng: „Sur la fonotion esponentieUe". Der von H. auagesproclieiie Satz, 
mam kBnne n (irrationale) Grofsen ao durch n rationale mit demselben Nenner N 
annahei-n, dale die beaw. Abweichungen ■< werden, tritt hier in ciner 

N '" 
gewissen Modiflkation auf {% 7, XV '^). 

t) S. die beiden nachgelaaeenen Abtandlungen im Journ. f. Math. Bd, Ii9, 
Auf die von Baohmann, Hurwitz, Hilbert, Minkowski u. A. gegebenen 
aritlimetischeE Fortsetaimgen einzugehen, erachien hier nicht erforderlich. 
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§1- 
Seien r^,, r^, r^, ■ ■ ■ fd, wo r^> r^> r^> ■ ■ • > r^*), rf + t posi- 
tive gauze Zahlen. Eia erster Quotient q^^ gebe an, wie oft r^ in *-„ 
enthalten ist, ein zweiter Quotient q^^, wie oft r^ im Reste r,, — 5ii»'if 
ein dritter Quotient q^^, wie oft r.^ im Beste r^ — iu^x — Ssa*'^ ^- ^- ^-'j 
endlich gebe ein d^' Quotient q^^ an, ""ie oft r^ in 

^■o — ail*"! -- fe's "~ 9'rf_i,d_iJ-d-i 

enthalten ist, wahrend »"d+i(<J'rf) den „ Schlufsresfc" 

''o — Su*"! 3"'"^ 

bezeiehne. 

Verfahi-t man entsprechend mit dem System (r^, r^, »rf u), so 
entstehen d ueue Quotieuten 22,1, js,a, g'4^3 ■ ■ ■ 3^+1 d nebst einem zwciten 
SehlufBreste )-i+2(< J-d_|_i), u. b. f. Bezeichnet man noch die uegativ 
genommenen Quotienten ( — 3) mit v**), so hndet die gememte Ent- 
wiekelung ihren Auadruct in dem Algorithmus: 

(« = 0,1,2, ■-■), 

wo stets »"»<r„_i ist, Der letzte der ScMufsreste r„(«>d), der 
nieht verschwindet, sei r^. Fuhrt man noeH d weitere verachwindende 
Schlulsreste r^+i, r^+i, ■ ■ ■ r^^^ als „uberletBte" ein, so endet der 
Algorithmus I mit den rf + 1 Gleichungen: 



Jeder gemeinsame Teiler von r^^ r,, ■ ■ ■ r^ geht in r„ auf, und um- 
gekehrt jeder Teiler von r„ in r^, »",,■■■ fd] *"« ist also der grol'ste 
i Teiler von r.. r, ■ ■ ■ r^. 



*) Diese Anordnimg ist nur der Bequemlictkeit halber gctroffen, 
**) Die f^ . sind "von Null veracliiedeii , die "„ 2 1 *_ 3 - ■ ■ konaen teilweiso 
Oder samtlieh verschwrndeii. la dem Palle, daJs alle v ^, v 3, ■ ■ ■ v^ ^ ver- 
schwinden, wird die gaaze Tbeotie der der gew5hnliclien Ketteabruche sehr ahn- 
licli, wenn Eie auch darchaUB nictt mit ihr koincidiert. 
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§2. 
Substituiert man in I succ. die Aasdrueke fiir r^-i-i, rd+i, ■ ■ ■ 
jeweils in die nilehstfolgende GHeichung, so wird jedes r„ (n > d) eine 
„liii6are Kombination" der r^, r,, ■ ■ • r^, i^mlieli: 

in r„ = r„Po,. + nPi.« + ■ ■ ■ + r^Ps^n (« > d), 

wo die P^^„ ganze Zabien sind. Sckreibt man r^+a einnial in der Ge- 
stalt III, das andere Mai gemafs I und eraetzt bier wieder die 

durcli ihre Werte in III, vergleicbt sodann die Koeffizientea von 
r,- (i = 0, 1, - ■ ■ d), so hat man das Rekuraionsgesetz der P: 

IV P,,.+ . - v,+i_„P,,.+,-, + ».+,_,,,^,P,,,+,-., + ■ ■ ■ 

+ ..,,p,,. + p,,.-. C:;;;;:::'). 

Der Beweia bleibfc in der That bis zimi Anfangswerte n = I giiltig, 
sobald man aucb die Tg, r^^, ■ ■ ■ r^ in die Gestalt III bringt, d. h. wenn 
man noch die Grofsen einfiibrfc: 

HI" p,-, = 1, p.,* = (i + /Oi {izlt'-'-tj ■ 

Setzt man znr Abldirzung die Determinante : 

(1) ! p,,., P,,.+„ . ■ . P,,.+. [ (i - 0, 1, . . . d) - (», « + 1, . . ., « + d), 

so fiibrt die Elimination der v aus IV (bei festgehaltenem Index n) zu: 

(2) (n—l,n,n-\-l,-,n + d~l)^{~iy(ti,n-\-l,n-\-2,--,n'\-d), 

und, da infolge der Festsetzungen III^ (0, 1, 2, ■ ■ -, d) den Wert + 1 
besitzt, zu der Fundamentalrelation: 

V (», » + 1, « + 2, . . ., « + rf) = (- 1)'-. 

Es haben also niehfc nur die Elemente irgend einer Reihe oder Kolonne 
von V den grofsten gemeinsamen Teiler Eins, sondera aucb die zu- 
gehorigen Unterdeterminanten. 

§3. 

Besitzen ira besondem die r^, r^, ■■-,»'* den grofsteii gemeinsamen 
Teiler Eins, so gehen die Formeln III fiir M = M, M-|-l, ■■-, M-j-rf 
liber in; 

ir„J\, +>-.Pi,. H h'iPj,. =1, 

r.P,,.+, + r,P.,.+i + ■ ■ ■ + r,F^,.+,—0, 



a 



lr,P.,.+i + nP,,.+, + ■■■ + '■iP^.+ 
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L iTo,„, JT|,H, - - ■, i7d_„ die TJnterdeterminanteii der 
P„,„, P,,., •■-, P^„ 
in (m, M + Ij ■ ■ ■> M + <^)j so ergiebt die Auflosung der Gleicliimgeii 11" 
nach den »'o, »'i, ■ ■ ■ *'d: 

VI y. ^ jj.^^(i ^ Q^ 1^ ■■■,<^)- 

Die Formeln II* und VI enthalten die „Auflosung" der homogeneii 
liuearen diophantischen Gleichimg: 

(3) »-ogo + ^i^i + -'- + *-<'^<' = C'. 

d. i. die Aufstellung aller ganzzahligen Losungea (i) von (3) mittelst 
d gauzzahliger Parameter. Denn nach III" sind 

(P,„+,), («,.+.), ■ ■ ■ (A.+.) (i - 0, 1, ■ ■ ■ d)') 

d Losimgssysteme von (3), fo^lich: 

(4) t- = AiP,-„+i + ZsA„+. + ----FA^A.+^ (i = 0,l,---rf) 
bei ganzzahligen, arbitraren K eine oC Scbax von Losimgssystemen 
von (3). Umgekehrt sei {|/) irgend ein Losungssystem von (3), es 
sei also simnltan (mit Biieksicbt auf IP): 

(5) ^r.g/ = 0,^r.P,„+i=0,_2''-/A«+^=0,..., _2'^,.p-,„+,= 

(i = 0, 1, ■ ■ - d). 
Da abcr nach Yoraussetziing die r^, r^, ■ • • r^ den grofstcn gemein- 
samen Teiler Eins haben, so zeigt die Auflosnng von (5) nach den 
VerhaltnisBen der r: 

„daf9 die Unterdeterminanten der 

(6) Po,„+t, Px,„+i, - ■ -, P^,„+i {k =l,2,---d) in der 
ana den |i und den P,, h+i gebildeien Determinante, jeweils gleich 
sind den mit einem gewissen ganzzahligen Faktor A/ muItipHzierten 
Werten der ^o? ''n " " "j *"''" 

Brsetzt man anderereeits in (4) die |; dureh das beliebig gewiLMte 
Losungssystem der %,', so giebt es sieher zugehorige rationale Werte 
der A; die Auflosung von je d der Gleiehungen (4) nach den A Hefert 
aber, wegen VI, fiir die Xir^, kir^, ■ ■ ■ , Xir^ gerade die Werte der 
in (6) aufgefiihrten Unterdeterminanten, d, h. es ist: 

(7) A,- = V (i=l,2,..-rf); 

somit sind die A; ganzzahlige Parameter. Haben die |' den grofaten 
gemeinaamen Teiler Eins, so aueh die X und unig< 



*) Bedentet rfjdengrofsteiigemeinsameiiTeiier Toni-Q, »'ii-'*''i_ii '',■+11 
ist d^ augleich der grofate gemeinsame Teikr yon P. ^j.^, P; uj-^i ■*-?', 
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%*■ 

Hiemiit ist man auch im Besitze der „Aiifl6siuig" der liuearen, 
nicht homogenen, diopTiantisclieii Gleichung*): 

(8) /o^o + '■i^i 4- h *-rf^d — R- 

Eine erste Losung (a^') von (8) fliefafc aus der ersten Gfleichimg 11": 

(9) Xf'=RPf,^ (i = 0,l,---d). 

Alle weifceren Losungen von (8) sfcimmen ii herein mit denen der 
homogenen Gleichung: 

(10) ^r^ (.T; - a:/) = 0. 

Dureh Kombinierung von (9) mit (4) erhalt man die ^Auflosung" 
von (8): 

Vn Xi = EFi,^ + X,P,-,.+, + AaP/.^+a ^ h A^P;,„+d 

(i = 0, 1, 2, - ■ ■ d), 
wo die X alle ganzen Zahlen (inkl, 0) zu dnrchlaufen haben, Umgekehrt 
lassen sieh die, einer beliebigen Losung (xi) von (8) korrespondierenden 
yl aus VII entnehmen. Denn man kann VII als d -\- 1 lineare Glei- 
chungen in den d -{- 1 Unbekaonten R, X^, A^, ■ ■ ■ Ad anffaasen. Wegen 
VI und VII kommt M,mlich fiir R: .B = SriXi, was nach Voraua- 
aetzung identisch erfullt ist, und fiir die A* (ft = 1, 2, - - - d) 

(11) h = j P,>, P,„+„ . ■ -, P,.+.-i, ^i, A.+*+., ■ ■ ; A.+^ i 

(i = 0, 1, ■ - ■ d). 



Ist von den Verhaltnissen r^ : rj : r^ : ■ ■ ■ : r^ wenigstens eines 
irrational, so hricht der Algorittmua I nicht ah, wahrend seine Glei- 
chimgen im librigen fiir einen beliebigen Wert von n ihre Form be- 
halten, und auch die Relationen lU, IV, V stets giiltig bleihen. 

Unter einem „periodi8chen" AlgorithmuB I verstehen wir einen 
solchen, fiir den bei einem gewissen**) Werte von «(><?) eine Pro- 
portion von der Art 

*) la einer diophantiachen Gleichung von der Form (8) darf stets angenommen 
werden, dafa die r poaitiv, ungleich, ucd der GrOlse nach geordnet sind, sowie den 
grorst«n gemeinsatnen Teller Eina beaitzen. 

**) Sobald namlieh YEE ffit einen gewiaaen Wert von « gilt, iat auch — 

wie aus der in g 8 gegebenen DarstelluDg von ■ — ^ hervorgeht ^ fiir jedea 
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VIII rn-.r^+i :r„+s ; ■ ■ ■ : r„+a = '>'n+p ■ r^+p+i :r„+p+8 : ■ ■ ■ :r,+p+d 

esistiert, wo p eine positiye gaoze Zalil (^ 1} ist. 

Man fasae *■„, ^'i, ■ ■ ■ Td als die homogenen Koordinaten eines 
Punktea (r) in einem linearen Raume Md TOn d Dimension en auf. 
Die Forderung VIII, die mit der anderen Equivalent ist, dais a!le 
Determinanten der Matrix 

vnr I'"' '"+" ''"+" '"'''■+' Uo 

sind, sagt, nach Substitution der bezw. Ausdriicke III, aua, dafs der 
Punkt (r) dem Punkt-((^-j- l)-tupel angehort, in dem sich die j,!'';." 
der Matrix VTII' schneiden. Vermoge des Parameters h: 

''m+P ''m+p+1 '"ii+p+ii 

hangt die Bestimmtmg dea {d -\- l)-tupels ab von der ganzzahligen 
Gleichung (d -j- 1)**" Grades (deren erster und letzter Koeflizieut nach 
V gleich (— l)''" reap. (- 1)''(«+J') ist): 

B Kd+r = 

Dem Pmikte (r) entspricht eine bestimmte Wurzei h' (> 1) der Glei- 
chung; umgekehrt kommt man von it' vermoge (12) zu (r) zuriick. 
Wir aagen kurz: 

IS* „Ist der Algorithmua I periodiseh, so ist (r) eine 
Irrationale {d -\- 1)**" Grades." 

Auf die sekr wahrscheinliche Umkehrung dea Satzes geken wir 
kier nieht ein. 

§6. 

Ea aoll das durcb I involvierte Naherungsverfahren atudiert werden, 
Wie die Pormeln VI erwarten laasen, werden die Tln^n '■ ili.n : - ■ ■ : Jid,« 
Naherungsbrttche fur die r^:r-^:---:r4 iiefem, deren Genauigkeit mit 
wachaendem n zunimmt. 

Eeziiglicli dea Wactatuma (und Vorzeichens) der P,,„ lafst sich 

grCfaeren Wert von n: -^— = "T^+ . , und die g j i 5b s > " " * 9b rf "weisoii jo 

eine ji*gliedrige Periode auf und umgekehrt. Hieraus iat leicht zu erkenneu, was 
eintritt, wenn die gemeinte Periodicitftt nur eine teilweise resp. eine migleieh- 
milfsige ist. 
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aua den Betiiraionaformela IV imniittelbar uichta folgem, da die v 
negativ sind. 

Um die Rekursionsformelii fiir die Jli^,, zu fiuden, mussen wir 
erst eine geeignete Bezeichnung einfiihren. Wir denten uns erne 
Matrix aus d Reibeii und d -}- 1 Kolonnen gebildet von dei Art 

(13) I P<,,„t. A"*' A''*. ■■■--P<*>"J (^c=l,2, d^n.^tit) 
und veratehen unter 

(14) iI,-;™„«3,.-.,nd (i = 0, 1, -.-rf) 

ihre (se. mit altemiereudem Vorzeiclieii genommeuen) Detenninanten, 
Bodai's speziell fur n^ = n -\- 1, n^ = n -\- 2, ■ ■ ■, nd =^ n -\- d gemals 
der schon in VI yerwandten Bezeichnung: 
(16) ffi,.+,..+.,.,.+.-JI,,. 

iat, so ergiebt sich auf Grimd von IV suceeBsive: 

(-l)''->K-,.--g.,,7I,,,_, +«;.,._,,.+,,.+,, .,.+,.-., 

(-1)— i7,,._,.,+v.,.+i-.- + ?.,2tt-,.-> 

(-l)'-ifl;.,._!,._,,.+ ,,..,.+._,.^ 5.,,J7,,._, 

(16)i +ff„.-...-.,.-...+.. -..+--.. 

(~i)'-^n,..-t+,,.,,.i,.+,,.+,=(-iy''i..,-,n,,.^,+, 

+j2;;.-4+i,. ..,.-.,.+., 
(-i)''-'ii„._,+,,-,-i,.+.-(-i)'5.,«K..~'+«-,.-'-. 

niithin durch Zuaamraenfasaung:*) 

X J7,,.-(-i)'?^,ffi,,_.+(-i)"s^,jr,>_, 

+(-i)"s.,.ii,,.^.+-+{-i)"s.,.Jj;-,.-i+ff,,.-.-,. 

Um hiermit zu recknen, sowie um weitere Schluase zu ziehen, 
bedarf ea der wirlcliclieii Berechnung der Bildungen IT mit den 
niedrigaten Indicea, d. i. der (d + 1)^ Gtrofsen 

Diese IT sind nach III, 111% IV einer Matrix von (f? + 1} Ko- 
lonnen und d^ Reilien zu entnelunen. Die (d -\- 1) ersten Beihen be- 
stehen aua Nullen exkl. der Diagonal-Einer; die (d -j- 2)'" Reibe aua 
Ij "ill "aaj "33' ■ ■ *' "'i.''' "^"^ ^'^ folgenden (d — 2) Reihen von G-rofsen 

*) Aus X entttimmt man noch die Daratfillung der 9„ j, g„ 2> ■ ■ j S^ d ^^^ 
(d -f- l)-reihiger Determinanten der U. 
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lassen sicli, eben wegen ihrer linearen Zusammensetzimg III, und da 
sie nur ala Elemente vou Determinfmten 77 betrachtet werden, 
dureh resp. 

(0, 1, Vai, "3.8, I'j.s, ■ ■ ■, va,d-~i), (0, 0, 1, Vai, n,a, ■ ■ ■, Vd,d~i), 
{0, 0, 0, . ■ -, 0, 1, va-ia, Vd,i). 

Urn das Endresultat zu fixieren, bedienen 



(17) 



-»;■,• — 1, 



ff<,4 



■ uns del- Abkiirzungeii: 
1 C 



daiui kommt fiir die fraglichen 77.-,„ tl=Lig ...a—i)' 



ji7,,.(i<«-l)-(-l)-l'-'> 

I ill,. {• ;a » — 1) = eiH. n,. 



■ (- !)'■ 



Da ^;,„ selbst stets das Vorzeichen ( — 1)" hat, so kommt die 
Vorzeichenregel fur die iI,-,„ einfach darauf hinaus, dafs die II bei ge- 
radem d niemals negativ aiud, bei ungeradem d das Vorzeicben ( — 1)" 
baben. Wegen X gilt diese Kegel fiir samtliche iJ,-,^, d. b. aucb wenn 
n'^d ist, und es gilt somit der Fundamentalsatz: 

XII „Die absoluten Werte der 77i^„ sind mit w stets wach- 
sende (ganze) Zablen, die man vernioge (17), X, XI berecbnet. 
Die i7,-,„ selbst baben das Vorzeicben von ( — ^Y", Bind alao 
bei geradem d positiv (abgesehen von einigen verscbwinden- 
den Anfangswerten), bei ungeradem d dagegen und fest- 
gehaltenem i von konstantem, bei waehsendem n von alter- 
nierendem Vorzeichen," 

Die eiuzige Schwierigkeit bei der Herleitung der Formeln XI 
liegt ia der Bestimmung des Vorzeicbens der Ui,^, das aus den Deter- 
minanten schwer zu ersehen ist. Man kann aber die von Null ver- 
schiedenen /7;,„ — wenn man entweder den ersten oder aber den 
zweiten Index festbalt — als bomogene Unbekannte in linearen Hilfs- 
gleiehungen auffasaen, die von folgendem Typua aind: 
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iVi,iXi + ■^2^0, Vi+i^sXi + V;+i,iiCa 4" ^a = 0, 
1', + 2,3iCl + V!+i,2Xs + Vi+i,iXs -\- Xi=0, 

also, wegen der Negativitat der v, aofort erkennen lassen, dais die 
Verhsiltnisse der UnbekamitGii positiv ausfalleu. Dadurch reduziert 
sich die ganze Vorzeichenbestimmung bezAV. der J/i^„ auf die Fest- 
stellung des Vorzeichena einer einzigen Deterrainante, die aul'ser 
Nullen nur Diagonal-Einer aufweist, also positiv iat. 

Die Auflosung der fur die Indicea n, n -\- 1, ■ ■ ■, n -\- d an- 
gosetzten Relationen III naoh den »■„, r,, ■ ■ -, *-d gemal's V imd (17) 
ergiebt: 

j(_iy«,, = r.J7,,. + (-l)<'r„+iff„ „.„+,,...„+. 

I + (- rfr„+,n,,„^, (i=0, 1, ■ ■ • d), 

wo also alle II rechterband das Vorzeiehen von ( — l)'*" besitzen, 
sodais nacb dessen Hebimg auf beiden Seiten nur positive Zeichea auf- 
treten. Da aber die absolnten Werte aller II rechts mit n stets 
wachsende (ganze) Zablen, und die r,- aelbst positiv sind, so folgt: 
XIV j/a wird mindestens unendlich klein wie yj — ."*) 



Wir zeigen jetzt das Gesetz, nachdemsiclidie J7o,,:-Oi,„:"-:Ud,«den 
r^: )\: ■ ■ ■ :rd nabern. Zu dem Behuf betrachten wir gleich d-\-l kon- 
sekutive Wertsysteme der 77, die mit (n — 1), (n), (n -}- 1), ■ ■ ■ , (w -(- d — 1) 
bezeiclmet seien, und interpretieren sie (§ 5) als Puakte — mit den 
rechtwinkligen Koordinaten**) 



xin 



' n..' ' IT., 



(k ^= n — 1, n, ■ ■ ■ , n -\- d — ^ 1) ■— 



in einem linearen Raume Mg, von d Dimensionen. In Md bilden die 
d -\- I Punkte, vermoge verbindender Ma—i, den geechlosBenen Raum 
eines „{d-j- l)-eders", dessen absoluter Iniialt z/„+d, mit Riicksicht 
auf V, bestimmt wird dureb: 

(19) d<J.+.- „ _„. ' -.-If— TT ■ 



*) Die VerhaJtuisse 11.^ : JI^ ^ sind, wie aus § 7, XV^ hevvorgeht, in 
Hclien Grenzen eiogesclilosseii. 

**) Die Bevorzugung des Index cl ist selbstredend nur eine Hufserliche. 
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Der naclistfoigende Pimtt (n -\- d) bildet mit je d Ecken von 
Ja-^d ein „Teil-((? + l)-eder", deasen absoluter Inhalt mit zJ^^^^i 
(i=l,2, ■ ■ -, (7+1) bezeiclmet sei, wenn (w + rf^j) die auBge- 
seblossene Ecke war. 

Dann ergiebt sieh auf Grund yon X: 



(20){ 

mithin durcli Addition, wiederum wegen X: 

(21) ^„+, = z/„+,_i + z/„+^^, H h -^^ + -^.-1, 

A. h. die Sumnie der absoluten Inhalte der d -\- 1 Teil-((7 + l)-eder ist 
gleieh dem absoluten Inhalte des ursprunglichen (d -f- l)-eder8. 

Daa ist aber nur so moglieh, dais der Punkt (H-\-d) im Innern*} 
Ton ^„+g liegt. 

Nun folgt aus elementargoometrisehen Griinden, dais, wenn ein 
Punkt P im Inncm einea Dreieeks Aj^, A^, Ag liegt, jede Streeke 
TAi («' = 1, 2, 3) sicher kleiner ist, ais wenigstens eine Seite dea 
Dreieeks, — ein Satz, der sicb dnreb vollstandige Induktion auf ein 
((? + l)-6der in Md fibertri^en lafst. 

Andererseits ist aber aueb der elementare Satz, dafs irgend eino 
Seite eines Dreieeks stets kleiner ist, a!a die Sunime der beiden anderen, 
in dem Siime auf ein ((7+ l)-eder (m — 1), («),(« + 1), ■■■ (» + rf- 1) 
ausdehnbar (wiederum durch vollstandige Induktion), dafs irgend eine 
Kantenstrecke dea (d -\- l)-edera sicher kleiner ist als die Summe der 
Str ecken: 



(« - I), («) + (»), (»+ 1) + ... + (« + <i- 2),« + (<i- 1). 

Bezeiebnet man dalier vmsere Punkte (n), ■ ■ ■ als „Naberungs- 
puntte", das von (d -\- 1) konsekutiven gebildete (d -|" l)-eder als 
ein „Naherung8-(d -f- l)-eder", und siebt die absolute Streeke zwi- 
acben zwei Naherungapunkten ala Mafs fiir die Abweicbung der 
bezw. Wertsysteme II von einander an, so lautet das Ergebnis: 

XV*. „Irgend ein Nitherungspunkt (n -|- d) liegt stets im 
Innern des von den d -\- I voraufgebenden gebildeten Nabe- 

•) Daraus geht soforfc der liereite in § 6 Ijenutzte Satz hervor, daJa die Ver- 
hsltniase i^o „ ; ^j ^ ; ■ ■ ■ t JTj ^ in endlichen Orennon eiagfisohloaacn sind. 
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iings-((7 -f" "l)-ederB ^n+d- Die Abweichung zwisehen (n + d) 
ml (n -\- fl — 1) iat kleiner ala die Summe der d Abweicliiingeii 



Xlli' { 



{n - 1), (n) + (n), (n + 1) -{^ ■ ■ ■ -\- {n + d ~ 2), {n + d ^ 1)." 

Nunmelir ziehen wir den Punkt (r) selbst lierana. Die Aus- 
tiihrung der Formel XIII mit Hilfe der Rekursionsfornielii (16) lief'ert 
(i = 0, 1, ■ . ., d): 

((_l).(.-.)r,_(_l)..n;,,_,_„.. + (_l)")I,.._,(,-.9.,, + r.+,) 
+ (-l)"i7„._,+.(r.«,„,_,+.-.+,?.+w+r.+,) + ■ ■ ■ 
+ (—l)"n,,._s(r.5,,s+>-,+ , ?,+,,, +r,+,5.+,,4H 

I +>-.+«-iS.+i-i.a + >-.+J-i) 

I +If,,._,.-._,. 

Versteht man unter J?,- die mit »■„ dividierte reehte Seite you XIII', 
sodafa fCir die Verhaltnisse der r^, r^, ■ ■ ■, r^ gilt: 

(22) ro : y^ : ■ ■ ■ : r^ = J^ : ii, : ■ ■ - : B^, 

so bemerke man, dafs, da nach I r„ < »■„_], ■ "7 = 5", i S 1; '^'^'^ 
kein g^^j, i^^^s, • ■ ■ negatiy seia kanii, durcli Vergleicbung mit X folgtr 

(23) Ri>n,,. (■; = 0, 1, ■ - -, (7). 

Aucb der Pimkt (r) bildet mit je d Ecken von ^^j^d eiii Teil- 
{d + l)-eder, desaen absoluter Inhalt ^^\.d—{ sei, wenn (n -\- d — i) 
die ausgesehlossene Ecke war. 

Eine Keehnung, die der zur Erzielung von (20), (21) ausgegebeneu 
ganz analog — gestfitzt auf XIII' — ver^uft, liefert: 

(21') 4+. _ ^i:^.^, + 4')^,_, 4_ . . . + ji) + ^I'i, , 

also auf Grund der oben beniitzten geometrisclien Hilfasatze: 

XV^ jjDer Punkt (r) liegt im Innern samtlicher Nahe- 
rungs-(d + l)-eder. Seine Abweichung von irgend einem 
Naherungspunkte (n -^ d — 1) ist kleiner als die Summe der 
(/ Abweichungen: 
(» ~ 1), W + (!ihW+^) + ■■■ + (» + rf-2), (« + ,i-l)." 
Ura endlich fiber die Abweichung zwischen zwei kouaekutiveu 
Naherungapunkten (n — 1), (m) Genauerea zu eri'ahren, leiten wir aus Y 
nach einem bekannten Determinantenaatze die Formel ab: 
n. n. , n'-''''>_ 
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WO der Zahler rechts die ^u '" 7, " komplementare Unter- 

determinaute von V bedeutet. Aus XVI ergiebt sich sofort die „Ab- 
weichung" s„_i,„ zwischen den beiden Wertsystemen (« — 1) imd (n) 
durch: 

xvr «'-..-( n,._',j]^J '^(gi.-+')' (i-o,i,--.,d-i) 

-k:bz-y "'-■'■ 

"0ber das Waclistum der ilj^'^'+d resp. der )-„_i,„ liifet sich ebenso- 
wenig Genaueres eruieren, als iiber das der P,-^„ selbst (cf. § 6, Au- 
fang). Wir werden daber fiber die Abnahme der Abweichung s«_i,„ 
(bei waebsendem %) ein Kriterium zu suchen haben, das nur Ton den 
i7,;s abhangt, und doch moglichst viel aussagt. 

Zu einem solchen Kriteriuni gelangen wir durch Anleitung der 
Satze XV, XV", indem wir das Prodnkfc gerade der Abweichungen 
untersuehen, deren Summe dort auftrat, namlicb: 

(24) s„_i,,s„,„+i ■ ■ ■ s„+d_3,«+d-i = 

= /_ . ' Y/V-:^.,.+i---^+.-2,.+^\ . 

Hier lafst sich der zweite Faktor recbterhand in einer bemerkenswerten 
Art nmgestalten. Der Nenner ist namlich — wie auf Grund des aehon 
bei XVI beniitzten Determinantensatzes, sowie des Laplace'scben Zer- 
legungssatzes obne Schwierigkeit hervorgebt — als eine einzige 
rf-reihige Determinante daratellbar, deren Elemente gerade die in den 
*■«-!,«,■■■, ^n+i--2,n+d—i dss ZabWs figurierenden il'''"" sind, in 
Zeichen: 

(25) iT^,„iJ^„+, . ■ • na..+4-t = 

= i nti\.+,+i, 77;;f, ,.+,+,, .-., nt'f,,n+., \ (^=0,1,. .-,^-1). 

Darauf gestfltzt, ziehe man aus jeder der Quadratwurzein 



je eine gewiase der Grofsen 

n'.i.'l} nl*.'*) JrC-'i) 

ii„+i,„4.rt+i, ii,+s,«+d+s, lln+i,n+a+s ■ ■ ■ 
als Faktor heraus, and setae das Produkt dieser Fakfcoren als Nenner 
des Nenners (25) an. Wie auch die Verhaltnisse der nunmehr in den 
r verbleibenden JIl'-'') beachaffen sein mogen, stets lafst sich die an- 
gegebene Manipulatioa so vollziehen, dafs der in Rede stebeude zweite 

12* 
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Paktor reclits toe (24) zu einem Quotieuten wird, dessen Zahler eine 
endlicbe, augebbare Grenze nieht iibersehreiten kann, wahrend um- 
gekebrt der Nenner — eben weil jeder Faktor links in (25) mit n 
jede Grenze iibersteigt — nieht unter eine endliehe, angebbare Grenze 
henmterainken kann, d. b. der zweite Faktor rechta in (24) ist selbst 
zwiseben endiicben Grenzen eingesebloasen. 

Damit ist das wicbtige Resultat gewonnen: 

XV". „Das Produkt der Abweicbungen 



(n - 1), {«), (»), (« + 1), ■■■,(» + rf 
deren Summe den Kern der Satze XV' 



bei unbegrenzt wachsendem n un 



- 2), (« + rf - 1) 
XV bildete — wird 
dlicb klein wie 



,„zr. , 



Die explicite Darsteilung der kettejjbrucbabnlicben Algoritbmen 
fiir die Naberungsbriiche 77«,„ : i7i,„ : ■ ■ ■ : 77^,,. reap, fur die r^-.r^:-- ■■.r^ 
eelbst stofst auf keine prinzipielle Scbwierigkeit. 

Der blofse Anbliek der Formebi X fiibrt zu der Kegel: 



%- 



XVII, „Dadurcb, dafs man g„^i vermebrt um -_ 
! * ■ 'i 1n,d—\ uni — ^— !- , endlich q^^a nm - 



n„,n ■ ni,„ :■■■■. n^,„ 

uber in die naehstfoigenden 77(i,«-|.i : iJi,«^i : ■ ■ ■ : ZZrf,„+i." 

Hieraus fliefst, mit Rficksiebt auf die in XI angegebenen Werte 
der U mit niedrigsten Indices, die gemeiute Darsteilung der 

n„,, : JJi,„ :■■■: J/rf,„ 
von selbat. 

„So erbiilt man fur (?=2: 

T.,, .5=,, ".,. , '""^iy 

— *'■; oT -«■■■ + . -7; &;-.--«■.'+ ^; 



(26) 



877-".' + - 
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wahrend die jeweils unter dem Hauptbruchstrich stehenden Nenner die 
Werte der j^ -f~- , jf— e 



Die eiitsprecliende Darstellimg der r^ : f ^ ; ■ ■ - : r^ ergiebt aicb 
liieraus und durch Vergleicb mit XIII', (22). Bei der Ausfuliruiig 
empfieblt es sich, in den mit r^ dividierten rechten Seiten von XIII' 
systematisch die Quotienten: 

(27) !^ = x^(>l) 

einzniuhren. 

XVIII, „T)ie Darstellimg der r^: r^: ■ ■ ■ : r^ bricbt dann mit 
den d Quotienten x„, x„^i, ■ ■ -, Xn+d~i ab, und umgekehrt ge- 
langt man von ihr zu der der obigen der Tln^n '■ IJi^„ : ■ ■ ■ : IJg_n 
zuriiek, indem man x„ crsetzt dureh [x„'] = q„^i und durch 



[^.] 



= 0." 



Selbstredend resultiert die nicht abbrechende Entwickelui^ der 
r,, :»-,:■■■: r^, indem man in der fftr die JIo,n : iTi.n : - ■ - : 77^„ den 
Index n unbegrenzt waehsen lafst. 
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Uber eine neue Eigenschaft der Diskriminanten algebraischer 
ZahlkOrper.*) 

Von 
L. Stickei^bergbr in Freiburg i Br. 



Seit langer Zeit habe ich niich mifc dem Beweise des Satzes Uber 
die Primfaktoren der GfrundzaM (Diskriminante) eines algebraisclien 
Zahlkorpers beschaft^t, den Herr Dedekind im Jabre 1871 angekundigt 
imd fitr den er im Jahre 1882 in einer eigenen Abhandlung zwei voll- 
standige Beweise gegeben bat. Aueb ist es mir schon vor Jahren ge- 
limgBii, beide Beweise so zu vereinfachen, dafs sie an Einfaebheit kaum 
binter dem zuriicksteben, den Herr Hensel 1894 gegeben bat und den 
seitber die Herren H. Weber und D. Hilbert in ibre zusammenfassenden 
Darstellungen aufgenommen baben. Einen dieser Beweise erlaube icb 
mir bier vorzufflbren, weil er fast unmittelbar zu oiner neuen Eigen- 
Bcbaft der GEnmdzabl hinleitet, namlieb zu einem Zusammenhang 
zwiscben ibrem quadratiscben Restcharakter in bezug auf ii^end eine 
imgerade Primzahl und der Zerlegui^ der letzteren in Primideale des 
gegebenen Korpers. Etwas miibaainer ist nur der Erganzungssatz 
bezilgliob der Primzabl Zwei zu beweisen. Icb bemerke noeb, dafs 
icb zu dieser E^enscbaft gefiibrt wurde, indem icb einen Satz des 
Herrn Dedekind fiber kubische Korper, der mir durch eine brieilicbe 
Mitteilung desselben an Herrn Frobenius bekannt geworden war, zu 
beweisen sucbte. 

*) Dieser Vortrag war erst spat angemeldefc und mufste der beschrankteu 
Zeit balber ausfailen. Er ersckeint hier in eiweiterter Form inaofem, als die 
umatandlicheren Erwagungen dea § 3, die beim mflndlichen Vortrag hatten weg- 
fallen musaen, auf Grund einer Auearbeitung vom April 1894 voUatandig mit- 
geteilt sind. 
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1. 



Hcrr Dedekind definiert als Spur einer Zahl des Korpers SI vom 
w*™ Grade die Summe ihrer « konjugierten Werte und zeigt, wie man 
diese Spur durcli Operationen innerhalb ii bestimmen kaim. An diese 
Beetimmimgsweise aakntlpfend definiere ich die Spur einer ganzen 
Zahl CD des Korpers in bezug auf ein solehes Ideal a desaelben, das 
in der rationalen Primzahl p aufgeht, in folgender Weise. 1st 
g der Grad von a, und sind a^, «g, ■ ■ ■ % nach dem Modul a unab- 
hangige ganae Zablcn von £1, bestinunfc man femer g^ ganze rationale 
Zahlen x^ durch die Kongruenzen 
(1) wKr^^a^riKi + ■ — h ^■■■f'^i/ (mod, a), 

80 ist die Summe 

^11 + ^£2 H h «»(/ 

nacb dem Modul p bestimmt und unabhangig von der Wahl der 
Zabien a^; aie heifse die Spur von o) in bezug auf a und werde 
durch A((o) bezeiehnet. Offenbar ist allgemein 

^K + %) = ^(wi) + ^(^a) (mod. p) 
und im besondem j1(oj)^0 (mod.^) ftSr ra ^^ (mod. a). 

Nimmt man fiir a das Hauptideal op, so ist j; = w und -^(gj) 
koi^ruent der absoluten Spur jS'(ia) nach dem Modul p. Nimmt man 
fiir a verscbiedene Divisoren von p, so gelten die folgenden einfachen 



I, Sind Q, b theiierfremd und bcdeuten A(a), B(o}), C(w) 
die Spuren einer Zahl cj in bezug auf a, 6, n6 = c, so ist 

A{a)-\-B{m)—.C(m) {mod. p). 

II. lat a die k'" Potenz eines Primideals p, so besfceht 
zwischen den zugehorigen Spuren ^(ra), ?(») die Relation 

Aim)~?.P(m) (mod.^)). 
Zur Begriindung von I. beniitze man, wenn noch /( den Grad des 
Ideals 6 bedeutet, g aach a unabhangige durch i) teilbare und h nacb 
6 unabhangige dureh a teilbare Basiszahlen. Zur Begrundung von II. 
wahle mau zunaehst, wenn f der Grat! von p ist, «i, ■ ■ ■ «/ uBabMngig 
nach p und leite aus diesen Zahlen (k — I) f weitere ab, indem man 
sie nach einander mifc q, q", ■ ■ ■ p'~^ mnltiplizierfc, wo p eine dureh p, 
aber nicht durch p^, teilbare Zahl von il bedeutet. Aus den f eraten 
der Kongruenzen (1) ergeben sich daon die flbrigen durch Multiplikation 
mit jenen Potenzeiij woraus sogleieh Satz II. flielst. 
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Au8 I. imd II. folgt u. a,: 

III. Sind pj^, fa, ■ ■ ■ I'm (lie YBrschiedenen in p aufgehenden 
Primidcale des Korpers, und iat 

BO ist die absolute Spur 

(3) S((o) ~ e,P^(a) + eaPs(o>) -} \- c„,PJm) (mod.^). 

Die Summe reduziert aich auf ilir erstes Glied, weiin a durch 
IJiPs ■ ■ ■ Vm teilbar ist, sie wird kongruent Null, wenn aufser- 
dem at durch (J, oder c^ durch j} teilbar ist. 

Fiir den Fall a = V, g =' f erlmlt man, indem man die Kon- 
gruenaen (1) wiederholt auf die j^" Potenz erhebt, in bekannter Weiae 
die fiir unbestimmteB u giltige Kongruenz: 



(i»— M)(raP— m) -■- (ffl*'' 



.«)- 



■ ^1/ 



(mod. p) . 



Aus dieser folgt: 

IV. Die in bezug auf ein Primideal p genommene Spur 
JF'(o)) ist als rationale Zahl dnrch die Kongruena 

(4) P(h) = » + m" + wJ'' -I y 0)"^-' (mod. p) 

beetimmt. 

Daher hat die Kongruenz P(e() ^^ (mod.^;) nur l>f~'^ Wurzcln 
(mod. p); allgemein wird ?(») je p^~^ mal jeder der Zahlen 0, 1, ■ - -p — 1 
kongruent, werni ra ein voiles Restaystem nach dem Modulp durchlauft. 

Sind wieder «^, u^,- ■ ■ Uj unabbangig nach dem Modul )J, so ist 
die Determinante p^" Grades 

(6) J_|»,<...<'-'| (r_l,2,.^./-) 

durch p nicbt teilbar (vgl. Math. Annalen 37, S. 325). Nach dem 

polynomiBcben Satze ist 

d''r3; «^a^ ■■■«'' (mod.j)); 

vermiige des Femiat'acben Safczea wird daher 

d'' = (— l/"'d (mod. V) 
oder 

(6) d'-' — (— 1/-' (mod. p). 
Femer folgt aus (4) und (5): 

(7) «'slP{.„».)| (moif). 
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Aus der Vergleicbung der beideii letzten Kongmenzen ergiebt sich 
der Satz: 

V. Bilden «i, • ■ ■ «/ Bin vollstandiges System unab- 
liangiger Zahlen naeh dem Primideal p des Korpers ii, so 
ist die Determinaute f'"" Grades aus den nacb p genommenen 
Spuren der Produfete ar«s quadratischer Rest oder Nichtrest 
von p, je nachdem /" nngerade oder gerade ist. 



Der Zerlegung (2) entsprechend wahle man 

Zahlen a^, «g ■ ■ ■ «, in folgender Weise auB. Die ersten e^/i seien 
gewahlt wie oben beini Beweise des Satzes II. und aufserdem eanitlich 
durch p'* f a ■ ■ ■ teilbar, abnlieh die folgendon e^ f^ Zahlen unter Hervor- 
hebung des Paiitors p^ u. s. w. Man erkennt leieht, dafs die n Zahlen 
naeh dem Modul f (und um so mehr absolut) unabhangig sind; die 
Determinante aus den Spuren ihrer Produkte k^Kj hat also den Wert 

(8) |S(«,«.)|-D-«', 

wo a eine durch p nicbt teilbare gauze rationale Zahl bedeutet. 

Ist jetzt Cj > 1 und r eine der Zahlen /i + 1 ? ■ ■ ■ Cj /i , so sind 
alle Produkte a^Kj durch pi, ■ ■ ■ p™, ihre Spuren also durch p teilbar. 
Ahnliches gilt fiir e^ > 1 u. s, w. In der Determinante (8) sind also 
alle Elemenfce gewisser 

(9) fe-l)f, + 'f,--t)f, + ■ •■ + (e..~l)f»-s 

Zeilen durch p teilbar; aufserdem sind noeh die Elemente z. B. der 
ersten /i Zeilen durch p teilbar, falls e^ den Faktor p enthalt. 

VI. Bei der in III. angenommenen Faktorenzerlegung 
von op ist die Grrundzahl D des Korpers jedenfalls durch p' 
teilbar, wenn fnf^, • ■ ■ die Grade der Primideale pj, pj, - ■ ■ be- 
deuten und s durch die Gleichung (9) gegeben isfcj sind einige 
der Exponenten e durch p teilbar, so erhoht sich der Exponent 
der in Z* aufgehenden Potenz von p mindestens um die Summe 
der entsprechenden Grade f. 

Soli s ^ 1 sein, so darf nur einer der Exponenten e griifser als 
Eins und zwar gleich Zwei sein; zugleich mufs das entsprechende f 
den Wert Eins haben. Ist p = 2, so tritt dann aber notwendig der 
Ausnahmefall ein; daher ist immer D durch 4 teilbar, wenn 2 
durch das Quadrat eines Ideals in SI teilbar ist. 
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Jetzt seien die Expoaenten e^, e^j ' ' " ^'^^ gleich Eins. Daun sind 
alle Produkte «;.«,, filr die >'</'i <s ist, durch p teilbar, ebenso alle, 
ftir die r < /^, + /^ < s ist, u. s. w. Daher wird nach (8) 

Ba^ ~ D^D^ ■ ■ ■ D„. (mod,^), 
wo z. B. 

As|S(«,«,)| (r, s-l,2,...A) 

ist. Zugleicb ist nach III. fUr diese Wertc von r, s S(a,a,) kongruent 
der in bezug auf p, genommenea Spur P^^ctrcc^, mithin naeh V. 

Somit wird 

(10) (|)_(_])i</-.)_.(-l).-.. 

VII, Die Diskriminante des Korpers SI ist durch die 
Primzahl p nicht teilbar, wenn p ein Produkt von lauter 
verschiedenen Primidealen in £i> ist; zugleich ist sie, wenn p 
ungerade, qnadratischer Rest oder Nichtrest von p, je naeh- 
dem die Anzahl der in p aufgehenden Primideale von geradem 
Grade eine gerade oder ungerade ist, oder je nachdeni die 
Anzalil aller Primfaktoren von p dem Grade dea Xorpers 
kongruent ist nach dem Modul Zwei oder nicht, 

Ist z. B. F(t) eine Primfanktion /'""' Grades naeh dem Modul p, 
so ist die Diskriminante (das quadrierte Diiferenzenprodukt der Wurzeln) 
von F(t) qnadratischer Rest oder Nichtrest von p, je naehdem /' un- 
gerade oder gerade ist. Wenn man die bekannten singularen Prim- 
zahlen weglafst, die zwar nicht in der Diskriminante des Korpers ii, 
wohl aber in deijenigen jeder ganzen Zahl desaelben anfgehen, kann man 
aus diesem speziellen Satze wieder den allgemeinen ableiten. Dieaer 
selbat ist das gcnaue Analogon zu dem bekannten fiber das Vor- 
zeichen der Diskriminante einer algebraischen Gleichung, die eine 
bekaonte Anzahi reeller Wurzeln hat; in diesem Falle kommen nur 
die reellen und reell irreduktiblen Faktoron ersten und zweiten Grades 
in Betraeht, 



y Google 



B. Vortrage der Sektionssitzungen. 187 

§3- 

Um die zweite Halfte des Satzes VII, durcii nahere Angaben iiber 
das Verhalfcen der GnrndzaM in bezug auf Potenzen der Zahl Zwei zu 
■vervoUstandigen, wird man von Yornhereiii Potenzen dieser Zahl und 
ihrer Primfaktoren als Moduln einfabren miissen. leh entwickle daiier 
in diesem Paragraphen einige Satze, die sich auf Potenzen eines 
beliebigen Primideala p in iJ bezielien, 

lat p eine rationale Primzabl und rp (u, v,- ■ ■) eine ganze rationale 
Funktion der Veranderlicben u, v, ■ - - mit ganzen rationalen Koeffi- 
zienten, so definiert bekanntlich die Gleichung 

{11) 9)(m, V,- ■■)'' = 9'(w^«^■■■) +j"/'(M)V, ■■■) 

eine zweite Funktion derselben Art. Au8 dieser Gleicbung ziehen wir 
eine Eeihe von Folgerungen, die sicb auf die Potenzen eines in j) auf- 
gehenden Primideals p in ii beziehen. 

VIII. Sind a, ^,- ■ ■ ganze Zahlen des Korpers £1, bo bleibt 
jede Kougruenz der Form 

<p{a^, ,5P*, . ■ .) = (mod. p*+i) 
bestehen, wenn man c.,^,--- durch ihre p'™ Potenzen eraetzt. 

Seien filr bcliebiges /c Qk, ej die dem ' 



entsprcchenden Werte der Funktionen <f, ^, dann geiten nach (11) 
u. a. die Gleiehnngen 

(12) rf-.-C +i'»,-, OO). 

(13) ol -Pi^i +1">. (4^0). 

Ana der zweiten von diesen folgt imser Satz unmittelbar, wenn p 
dureh p*+^ teilbar ist, namentHeh also immer fttr ft = 0. 1st aber p 
genau dureh fi* teilbar und h'^e, so nehmo man den Satz fur h' < k 
als bewiesen an und sehliefse wie fo^. Da 

ist, kann man die Kongruenz pt^O (mod,)]''), die in der angenommenen 
enthalten ist, ala eine solche zwiaehen den ^—^ **" Potenzen von a, p,--- 
ansehen und auf diese den Satz anwenden; man erkennt, dafs pt+i, 
pj._l_s, ■ ■ ■ 0t+/— 1 durch 13* teilbar sind. Da aber aus bekannten Grtinden 

und folglich 

^j>+.;^i = Qi^i (mod. p*) 
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ist, ist auch Qk-i (lurch p'' und p^^, durch p*+i teilbar, «*_! aber zu- 
folge Gleichung (12) durch (jH-i-^. Nach Annahme ist also auch St durch 
dieselbe Potenz teilbar und dann zufolge (13) pt+i durch p'+^, w. z, b, w. 

Ni.m Bci f der Grad des Ideals p und wcrde zur Abklirzung 
(14) up'~u=U, v?^ — V = 7, ■ - . 

gesetzt Nach dem Modulsystem (U V, ■ ■ ■) ist jede gauze rationale 
F niiT. tr mi ip(ii ) kougnient emer und nur einer solchen (dem Rest), 

die in bezug auf jede der Veranderhchen von niedrigerem ala dem 
pfifu (jj-atle ist Hat fp gauze rationale Koef'fizienten, ao hat der Rest 
ebensolche unl mm kann auch cbe Multiplikatoren von U,V,--- 
ebenso wihlen Ist msbescndtic 

(p{ ip ip ) — (pliijt )^0 (modd. Z7, F, ■ ■ ■) , 
80 betnedigt vrie man leiuht eikennt /unacbst die durch (11) definierte 
Funktion pij und daher auch i/. selbst die r^mlichen Bedingungen wie y. 

Sml jetzt a /3, bebebige ganze Zahlen in Si und giebt man 

den Zeieheu p( flj beielbe Bedeutung wie in dem vorigen Beweise, 
so hat man lut ler eint,a Seite 



(1ft) 

auf der audern 



9iLi = t>* + ^^*- 



9i = Qo (mod.p). 

Daher isfc p^ (^'^^ ^^^ gleichen Grilnden auch 6„) einer rationalen Zahl 
kongruent nach ^). Dann sind aber 9^,p0^ und somit auch p^ rationalen 
Zahlen kongruent nach p^, und Gloiches gilt wiederum von 0^. Indem 
man so welter schliefst, erhalt man den Satz: 

IX. Wenn die ganze rationale Funktion q> mifc ganzen 
rationalen Koeffizienten dieEigenschaft hat, dais dieDifferenz 

<p(uP,vP, • ■ ■') — <p(u,v,- ■ ■) 
in die Form 

(mJ'^~m)9.i(m, i-, ■ ■ ■) + (^''^ — ^)9M V,- ■■) + ■■ ■ 
gesetzt werden kann, wenn ferner p ein in der Primzahl p 
aufgehendes Prim ideal f"" Grades im Zahlkorper SI und 
a,^,- ■ ■ ganze Zahlen dieses Korpera bedeuten, so ist stets 

einer rationalen Zah! kongruent nach dem Modul (3"^+^. 

Zur Erlauterung sei daran erinnert, dafs u^ nach dem Modul 
p*+i bestimmt ist, wenn a selbst nur nach p bestimmt ist. Fiir 
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Funktionen einer Veranderlichen ist der Satz wesentlieh gleichwertig 
dem Satze II. § 6 meiner Abhandlung „Uber eine Verallgem einer uog 
der Kreisteilimg" (Math. Annalen 37, S. 351). 
Fiir die Deierminaiite /"**" Grades 

**(«!> ■■■»/)= |w.M? ■ ■ ■ W^"' 1 (^=1,2,--. /■) 
besteht die Xongruenz 

S (Mf , ■ - . O £^ (— l)^""' <J (%, - - ■ Hf) (modd.T/, V, ■■-'), 
aus der, wenn 

(16) «. = ].f, «,'•+' . . . «?'+'-'! (r - 1, ■ ■ ■ f) 
geaetzt wird, 

(17) d,+i = {—iy-'St (mod, p*+i) 

folgt. Ist f ungerade, so folgt aus IX, unmittelbar, dafs (Jj. einer 
rationalen Zahl kongruent ist nach dem Modul p*+'; derselben Zahl 
sind dann auch St+i, ^t+s, ■ • ■ kongruent nach dem namlichen Modul. 
Sind K^, ttg, ■ ■ ■ «/ unabMngig nach dem Modul p, so ist keine der 
Zahlen S^ durch p teiibar. 

Wir untersuchen, indem wir dio letzte Annahme uber die Zahlen tt 
beibehalten, ob aueh bei geradem f S^ einer rationalen Zahl d kongruent 
sein kann nach p*+^ Soil dies der Fall sein, so mufa nach VIII. 
auch 3i^i-=d (mod. p*+'), sorait nach (17) 

(l + (-l)J>J^=0 (mod.l3*+i). 
Bei geradem f ist dies nur dann moglich, wenn 2 durch \)''+^ teiibar 
ist, also nur fur p ^ 2 und uur so lange k eine bestimmte Grenze 
nicht Qberateigt. Ist diese Bedingung erfftllt, so ist nach (13), (17) 

d((d^ + l)£-0 (mod. p*+i), 
also Si,r^l (mod. p*+'). Ist 2 genau durcb p' teiibar, so eind hier- 
nach Sr^i, S^, ■ ■ ■ samtlich r^ 1 (mod. p=), dagegen ist keine der 
Zahlen tf^, ^,-|-i, - - ■ einer rationalen Zahl kongruent nach p''^'-; der 
Quotient — (S^ — 1) ist keiner rationalen Zahl kongruent (mod. \}). 

X. Bitden «j, •■■ K/ ein Tollsfcandiges System unabhangiger 
Zablen iu bezug auf den Modul (j und ist k irgend eine 
natUrliche Zahl, so ist bei ungeradem f die Determinants 
r- Grades 

immer einer rationalen Zahl kongruent nach dem Modul p'"^^, 
bei geradem f nur dann, wenn ^ = 2 und durch ^)*+i teiibar 
ist. Ist p — 2 und f gerade und p' die hochste in p aufgehende 
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Potenz von p, so sind 9^, d'^+i, ■ ■ ■ woiil ^s 1 (mod. 2), dagegen 
keiner rationalen Zahl kongruent uach |3* + ^. 

Das Quadrat der Determinante Si ist gleich der Determinmite aua 
den p Sunimen 

(18) (»,«,)•' + ■■■+(«,«,)'*+'"'; 

auf jede Ton diesen iindefc der Satz IX. Anwendung, sodafs in jedem 
Falle dX einer rationalen Zahl D kongruent ist naeh dem Modul 
pk+i^ Bei ungeradem f ist aber nach X.. Si, selbst einer rationalen 
Zahl kongruent, folglich D'*' quadratiselier Rest von p und fSr hin- 
reichend grofses k von einer beliebig hohen Pofcenz von p. Filr un- 
gerade Primzahlen iat letzteres selbstverstandlich, filr j) = 2, A^2e 
dagegen erhalt man (wemi e dieselbe Bedeutung hat wie vorhin) 
i)'*' = l (mod. 8). Soil bei geradem f i)'** = <i^ (mod. p*+i) sein, 
so niufs 

(S„ — d)(S>, + d) = (mod. 1)^+') 

sein. Fiir ungeradea p miifste also der eine oder andere Faktor dureh 
5)*+^ teilbar sein, was niebt angeht. Fiir p = 2, k'^2e miSl'ste zu- 
nachst d ungerade sein; dami sind aber beide Faktoren genau durch 
Y teilbar, ibr Produkt durcb p^'^. Alao iat Z>''' — 1 wohl durcb 4, 
aber nieht durch 8 teilbar. Wir haben also den Satz: 

XI. Ist p' die bochste Poicnz dea Prim ideals p vom 
Grade f, die in der Zahl Zwei aufgeht, und ft ^ 2e, ao ist die 
Determinante aus den p rationalen Zahlen, die den Aggre- 
gaten (18) kongruent sind nacb dem Modul p*+', von der 
Form 8g -}- 1 oder 8^ -(- 5, je nachdem der Grad f ungerade 
oder gerade iat. 

Wenn p durcb p^ nicbt teilbar ist, so kann die der Summe 

nach p*+^ kongruente rationale Zahl nebst anderen verwandten durch 
das folgende Verfahren geftmden werden. Der Auadruek 

x,a^ -\ }- Xyaf 

atellt in diesem Falle ein voUes Restsystem nach jenem Modul dar, 
wenn die Koordinaten x^, ■ ■ • Xf voile Restsyateme nacb j)*+i durch- 
laufen. Setzt man demgemafs 

(19) {iau;f = ^., af + h ^r/^f (mod. p*+0. 

ao ist nach Satz VIII. aueh 

{avcff ^XriUi + ■ ■ ■ + Xrfttf (mod, p*+^). 
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Subtrahiert man hier. 
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eine TJnbestinimte verstehend, beider- 
und Wst r, s die Werte 1, 2, ■ ■ ■ f annebmen, so 
erhalt man nach bekannten DeterminantenBatzeii, weil dt durch p 
uieht teilbar ist, die identiscbe Kongraenz: 

(20) (<ap' - u) {io^''+' —«)■■■ (toJ^+^-' — u) 

(mod. p*+^). 



Demnach ist, analog wie in § 1, 

(21) 61*^ + ejJ^+' H h wP*+^~^ S£:-3;„ + iCja -( 1- a;^/ (mod. ()*+'), 

■wenn die Zahlen a^ri durch die Kongruenzen (19) bestimmt werden. 

Um diese Kegel in Worte zu fassen, verfaLre, man wie in § 1. 
Man nehme f nach dem Modul }) unabbangige Zahlen /3,, • ■ ■ j3/ und 
definiere f'^ rationale Zahlen y^ dnrch die Kongruenzen 

^^r = y„^^Ar---^yr}^f (mod. p'+O- 

Die Summe ^/u + ■ ■ ' + Vfs i^^ "'^^'^ dem Modul j>''+' bestimmt und 
unablmngig von der Wahl der Zahlen /3; sie beifae die Spur von lo 
in bezug auf den Modul p^+^. Die vorige Regel kann dann so 
ausgeaproehen werden: 
XII. Die Sumrae 



cP*+' 



0,/+-^" 



ist nach dem Modul p'+i kongruent der Spur von o^ in bezug 
aiif denselben Modul, vorausgesetzt, dal's "p nicht durch p'' 
teilbar ist. 

Hiemach lal'st sich Satz XI auch so fomiulieren: 
XI*. Wenn 2 nicht durch das Quadrat des Primideala f 
teilbar ist, und k^ ■ ■ ■ k^ die oft erwahnte Bedeutung haben, 
BO ist die Determinante auB den in bezug auf p^ genommenen 
Spuren der Produkte (a^«,)* kongruent 1 oder 5 (mod. 8), ja 
naehdem der Grad von p ungerade oder gerade ist. 
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Jetzt aei die Zakl 2 im Korper H das Produkt voa nt ver- 
schiedenen Primidealen p^, (Jg, - ■ ■ ^m der Grade /i, fs, ■ ■ ■ fm- Wahlt 
man dann die Basiszablen a^, ^a, ■ ■ ■ «« ebenso wie in § 2, bo aiud 
zui^chst deren 2**" Potenzen unabhaagig nach 2; dalier ist 

(22) J{ccf, ■ ■ ■ cct) = 7>< 

wo D die Gnindzalil des Korpers und a eine ungerade Zahl bedeiitet. 
Ferner dureUauft der Ausdruek 

to ^ 3^1 «i + ■ ■ ■ + 3^« «H 
ein voiles Restsystem nach 2*+^ im Korper Si, wenn die Koordinateii 
X solche im gewohalichen Sinne durelilaufen. Dabei sind, da 

2*^ > ^- + 1 
ist, die ersten f^ Koordinaten beatinimt, sobald to nach Vi bestinimt 
ist, die imchstfolgendea f^, wefm a nach ps beatinimt ist, u. s. w. 
Setzt man nun fiir r = 1, 2, ■ ■ ■ w 

(oaf = Xriixf-\ x.ndf (mod. 2*+i), 

so ist, wie in § 1, die Summe der Zahlen Xrr kongruent der absoluten 
Spur S{(o). Sie zeriallt aber, den Primfaktoren p,, ■ ■ ■ entsprechend, 
in Teilsummen der am Ende des § 3 betrachteten Art; also ist S(ia) 
kongruent der Summe der in bezug auf pi , pa - - ■ genommenen 
Spuren von la. lat (a durch (pg, ■ ■ ■ pm)^"'"* teilbar, so ist S(p) kon- 
gruent der in bezug auf pi genommenen Spur. 
.Tetzt aei 

« = K«/. 

Diese Zahl und folglich auch ibre absolute Spur ist durch 2*+' teil- 
bar, wenn von den Zeigern r, s einer ~<ifi, der andere > f, ist, u. a. w. 
Mithin zerfallt die Determinanfce der absoluten Spuren, nach dem 
Modul 2*+^ genommen, in m den Primfaktoren entsprechende Deter- 
minanten: 

(23) D = B^I)^ ■■■D^ (mod, 2'+i), 

Nehmen wir nun ft ^ 2, so wissen wir von diesen Paktoren, ob aie 
kongruent 1 oder 5 (mod. 8) sind; da auch a^L^ 1 (mod. 8) ist, ge- 
winnen wir den Satz: 

Xin. Die Diskrimiaante des Zahlkorpers ii, in dem 2 ein 
Produkt von in verschiedenen Primidealen Pi,pi,---Vm der 
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Gfrade f^, f^, ■ ■ ■ fm ist, ist voii der Form Sq -{- 1 oder 8g + 5, 
je nachdem unter jeaen Primfaktoren solche geraden Grades 
in gerader oder ungerader Zahl vortommen; in Zeichen ist 



(24) (- 1) ' = (- 1)—. 

Z. B. ist die Diskriminante (das Produkt der quadrierten Wurzel- 
differeuzen) einer Primfunktion naeh dem Modul 2, wenn aie ungerade 
iat, Ton der Form Sg -}- 1 oder Sq -)- 5, je nachdem der Grad der 
Funktion ungerade oder gerade ist. 
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Sur la th^orie des nomhres premiers. 



. Valleb PoussiN a Louvaiu. 



M. de la Vallee Poussin s'est occupe de la frequence des nombres 
preniiera de difterentes formes dans un Memoire etendu, publie dans 
les Aimales de la Societe scientifique de BruxeUes (1896) sous le titre: 
llecherches analytiques sur la theorie des nombres premiers. 

Voici quelques conclusions de ce travail, concemant les nombres 
premiers d'ime forme lineaire primitive Mx -{- N: 

V L' expression 

y ^ '^N' 

dans laquelle la aomme est etendue aux nombres premiers < y et de 
la forme Mx -|- i\^, a pour limite I'unite quand y tend vers t'intiiii. 
3" La difference 



'pi.^) 2j~^ ~^y 



tend vers une limite finie et determinee quand y tend vers I'infini, 

3" Le nombre des nombres premiers de la forme Mx -\- N &i 
< y peut se representer par I'expression 

M-j y_ 

f{M) ly 

ou B tend vers zero quand y tend vers I'infini. 



On a des conclusions analogues coneernant les nombres premiers 
representables par une forme quadratique de determinant negatif ( — J). 
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Soit h le nombre des classes de formes (positives) proprement primi- 
tives de ce determinant: 
1" Lea expressions 

J ambigue; 

— _X,?g„, si c u'est pas ambigue, 

expressions oil les sommes s'etendent aux nombres premiers < j/ et 
representables par la elasse c, ont pour limite I'vmite quand y tend 
vers rinfini. 

2* Le nombre des nombres premiere < ^ et representables par une 
elasse c proprement primitive a pour expression asymptotique 

l+JX ou ii-'A 

2h ly h ly 

suivant qiie c est une elasse ambigue ou noa, e ayant pour limite 
zero quand y augmente indeflniment. 

Ces conclusions s'etendent aus formes de determinant positif, mais 
la demonstration est plus difficile. Cette nouvelle demonstration, dont 
un resume seulement a paru dans le Bulletin de la Soeiete seientiflque 
de Bruxelles (1897), sera publiee procbainement dans les Annales de 
cette merae aoeiete. 
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3. Sektion: Analysis und Funktionentheorie. 

Sur une classe d'equations du cinquifeme degTe 

resolubles algebriqueraent et la transformation du onzfeme 

ordre des fonctions elliptiques. 

P. BitiosCHi a Milan, f 

1" Dans un memoire publie dans les Annales de I'Eeole Nor- 
male*) j'ai demontre I'existence d'une classe d'equations du cinquieme 
degre resolubles algebriquemeut. La condition necessaire et suffisaute 
est detenninee par une relation entre les invariants de I'equafcion du 
einquifeme degre. 

Soieut Xq, Xj, 'X^, x^, x^ les racines d'une equation du cinquieme 
degre, et: 

M„ = V(f*l) (12) (23) (34) (40), x. — x, = {rs). 

La substitution {^.3 . ) donne, comme il est connu, les anti-es fonc- 
tions Wq, Mj, u^, M3, M4 et ['equation dont les racines sont m„^, h,^, •■■ u/ 
est la suivante: 

(1) pi^ — {I- 3^) pi" + 1 (;2 — 216 + 5d^)p« — k&^ 

+ y (f^ + 2ld + 55^) dV* — {l + 3d) d*p^ + d« = 0, 

dans laqueile I est I'invariant du quatrieme degre, Jc du douzierae degr^ 
et d la raeine carree du discriminant. 
La condition eat: 

*) S™'' Seric — Tome XII. Novcmbre 1895. 
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et Ton voit tout de suite que dans ce cas le premier mombre de 
I'equation (1) a pour faeteur p^ — S. En posaiit: 

I'equation (1) divisee par |^ ^ 1 devieut: 
gio _ (2^ + 9)r + (I' + lOA + 28)r - (A^ + 12i + 35)r + 
+ (2A + lD) 1^-1=0, 
qui resulte du produit des deux suivantes: 

(2) r + I' - (J + 4) |» - (A + 3) I' + 31 + 1 - 0, 
!• - |« - (J + 4) r + (A + 3) r + 3g ~ 1 _ 0, 

lesquelles se deduisent Tune de I'autre par le ckangement de | en — |. 
Or ces equations sont resolubles algebriquement. 
2" Soient P, Q] L, M les fonctions suivantes de |, A: 
P - 7£* + 2|» - {7A + 3 . 11)1' - (21 - 5)1 + 3(i + 9) 
C - 9 6' + 4S» - 9 (» + 4) r - (41 + 5) I + (J + 22) 
i-2|' + 25'-2(l + 4)t'-(21 + B)| + 5 
Jlf _ - I' - t' + (1 + 4)r + (1 + 6)1 - 2 

et en consequence*): 

(3) oi-L + 'iM-l. 

Ces expressions P, ^; L, M out des propri^tes remarquables. Avant 
tout on a pour les raciues de la premiere des equations (2): 

ZP = Q, ZQ^ 0; 2:L -- 0, EM -= 0. 
En second lieu en posant: 

p.f o,(^=-= (7, (^— (oP = F; L-\-aM=^R, M- ah =■ S, 

on a; 

V — f,7— t,S+2f, r' — t,U+z,B+'2h', 
Ur—^liU~fr+gR+ (a + l)t,S, 

R' -.r+2h, S' — ain+2f\, 

BS = — o[7+F— (m - 3)Ji + (3in+ 1)S, 

PB — (3(0 + 2) F— (o + l)hS + s, FS — (2(0 - ■ 3) (7+ Qi/'Ji + ii, 

jrS — (o — 3) f7+ o(,E + fS, 

VB- (So + 1) F + t J! - (o + 1)1,3, 

*) Ces expressions do P, 5; ij, M ae deduisent de cellos donnoes dana le 
m^moire oiy pag. 340. 
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ayaot pose: 

/■_j)/5 + ll(i»+l), 4 = <oJl/5 + 11(1-0,), 

S-(3« + l)/'+(3» + 2)*, 

(, _3oi + 2 — o,f— (10 + 1)*; f, — 2(» + 3 + «>/■-(<» + 1)*, 

,._(» + l)j,; i,_B,s + 2(2».-3)/-. 

3" Soil: 

(4) g-Ua + B? 

la formule de transformation; «, ^ des indetemiinees. 
En suppoaant: 

(5) f V + .,«/) + hit' = 
on obtient: 

(8) y' - »'«. + Sft 

«, — '.«' + 2(3(0 + 2)«(i + ^'; ft — - [t,« + 2((0 + l)Jfl«. 
Par la multiplication des equations (4) (6) on deduit que: 

(7) f - yo, + Sfl, 
et: 

«,_-/-K«,-(3» + l)/J«, + (ift; 

(!,-(»+ 1) [,.»-!.(!]«, + [/■« + (3o + l)/3]/J,. 

EnUn le carre de (6) donne: 

(8) ,/ - Ua, + Ef, 
et: 

«, _ ~ 6««, + (<o - 3) oft - o,Jft ; 

ft - (S« + *««, + [«.(„«-(»- 3) fl ft . 

Pour la transformee seront done: 

£9 — 0, Zp' — 0, Zi/ — 0, Zj' — 0, 
pourvu que I'equation (5) soit satiafaite. La transformee se reduit 
done a une equation binome. En effet en multipliant les equations 
(4) (8), TU que: 

i. ««, + (3«, + 2) («ft + «,ft + ^ft - 0, 
,.««, + (,»+l)i(«ft + «,/!)_0, 

on a: 

y' - 2f,a, + j;(«ft + «,(J) + 27.jSft. 
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Si dans I'equation (5) on pose ^ = — 2/^ Ton cleduit: 

ou: 

o-s==5(g) — 2)[4A' + 56^^+ 20 ■ 11 - A + IP]. 

En consequence: 

et: 

«;/* — «3y = 2/330. E; «i!/^ — «2j/^ = 2(c) + 1)^36-5'. 

De ces demieres en deduiaant lea valeurs de L, M, et en se 
rappellaflt la relation (3) on aura: 

2fto(6| + 1) _ («, + 1) («!/• - «,,) + «, («,,- - «,!,>), 
equation d'oii resultent les valeurs de §„, li, ■ ■ ■ exprimees algebrique- 
ment en fonction de A. 

4" Dans la transformation du onzieme ordre des fonctions eliip- 
tiques ou a qu'en posaut; 

Xf,:=p{m), Xi=^(2»w), x^^p(Zm)y Xg^p(4:m), x^:=p(bm), 
m^ -^ (2© periode) 

la condition entre invariants est satiefaite. 
De plus en posant: 



I-- 



11-1' r l+i 



la premiere des equations devient: 

J." -7ii'4-Hf'-5i.'-2f + 1 _ 

C) fif-iy '■ 

Or Mr. Greenhill dauB son memoire — Pseudo -Elliptic Inte- 
grals etc.*) — a demoutr^ que, dans ce cas: 

A = 1 [^ _ 101,3 _j_ „ -j/^], y^) = «e _ 2O1,* + 560^' - 44 

V etant le parametre de I'equation modulaire. **) On aura en con- 
sequence: 

» _ yb(^:=2) [»« - 16«' + 28..' - 11 + . (..■ - 5) !/«(,)] 
et I'equation (9) sera resoluble algebriquement. 



*) ProceedingB of the London Mathematical Society. Vol. XXV. pag. 346. 
**) Sulla trasfonnazione dell' undecimo ordine delle ftmzioni ellittiche. — 
Annali di Matematica. — Serie II, Vol. 21. pag. 211. 



y Google 



Sur lea fonctions de plusieurs variables et en particulier les 
fonctions algebriques. 

Par 
E. PiCARD a. Paris. 



M. Emile Picard retrace a grands traits I'histoire de la tiieorie 
dee surfaces algebriques dans ees demiers temps. II montre les divers 
points de vne ausqaels on peut se placer dans eette etude- la theorie 
peut se developper d'une part dans le sens de I'algebre et de ia geo- 
metrie analytique, de I'autre dans le sens de la geometrie de situation 
et de la theorie des fonctions. Dans I'une et I'autre direction, les 
differences sont profondes entre le cas des courbes et celui des surfaces. 
M. Ncether a efce un initiateur dans la premiere voie, et tons les 
mathematiciens qui s'oceupent aujourd'hui de la theorie des surfaces 
algebriques sont des disciples de I'illustre geometre, Au point de vue 
transcendant, les integrates de diff^rentielles totales et les integrales 
doubles jouent un role capital. C'est la consideration des integrales 
doubles de seconde espece qui conduit a des rapprochements im- 
portants entre la theorie des integrales simples et celle des integrales 
doubles, mais, quoique les liens ainsi etablis ne soient pas douteux, 
c'est un sujet qui demande encore de longues reeherehes. 
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Sur certainea applications possibles 



J. Hadamard a Paris. 

Quoiqiie la theorie des ensembles fasBO abstraction de la nature 
des Elements, on a surtout consitlere, jusqu'a present, les ensembles 
composes de nombres, on, tout an plus, de points dans I'espace a n 
dimensions, 

II ne me semble pas inutile de signaler I'interet qu'il y aurait a 
etudier des ensembles composes de fonctions. De tels ensembles 
peuvent d'aiUeurs presenter des proprietes tout autres que les precedents. 

C'est ainsi que la question de la convergence des series conduirait 
a rcchercber un ensemble de fonctions d'uue puissance superieure a la 
premiere et bien ordonne, c'est-ar-dire tel que Ton puisse non seule- 
meut indiquer I'orclre de deus elements quelconques, mais assigner 
r^^ment qui precede et celui qui suit immediatement un element donne. 

Mais c'est principalement dans la theorie des equations aux derivees 
partielles de la physique mathematique que des etudes de cette espece 
joueraient^ sans nul doute, un role fondamental. Pour n'en citer qu'un 
esemple c'est grace a ces recherches qu'on arrirerait a donner un 
fondement solide aux raisonnements bien connus qui ramenent la 
definition des integrales de ces equations a des questions de minimum. 

II est clair, en effet, que de telles questions sont intimement liees 
a la nature du domaine dans lequel le minimum est recherche. Par 
exemple, le minimum d'une quantite f(x, y, s) qui depend continuement 
des coordonnees d'un point existe toujours sur une surface fermee (ou 
dont les bords sont consideres comme faisant partie de la surface); il 
n'existe pas necessairement si une ligne ou un point donnes sont exclus, 

II faut toutefois remarquer que le probleme presente des difficultes 
speciales dans le cas du calcul des variations, la solution dependant a 
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la fois de la nature du domaiae et de celle de I'expreasion dont on 
etudie la yariation. C'est ainei qu'une iategrale etendue a tin arc de 
coTirbo assujctti a avoir aes extremites en deux point donnes, avee dea 
tangentes donnees en ces points, admet en general im minimum si la 
fonction sous le signe J contient des deriveea secondes et n'en admet 
pas si cette fonction ne contient que des derivees premieres. 

II n'en est pas moins Evident qu'il y aurait lieu d'etudier I'en- 
semble E forme par les fonctions continues d'une variable comprise 
dans I'intervalle (0, 1) et prenant aux extremites des valeurs donnees, 
ainsi que les ensembles analogues. 

Un des premiers problemes qui se poseraient dans cette etude me 
parait etre le suivant: 

Divisons I'ensemble considere en eusembles partiels E' tels que 
deux fonctions interieures a I'un queleonque d'entre eux aient une 
distance (au sens de Weierstrass) moindre qu'un nombre determine S. 
Considerant tons ces E' comme autaat d'individus, on pent dire que 
Tensemble qui a ces E' pour elements numere I'ensemble E. C'esfc 
cet ensemble oumerant dont il conviendrait d'etudier les proprietes et, 
en premier lieu, la puissance. 
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Eemarque relative a ta communication de M. Hadamard. 



. PiNCHEELE a Bologne. 



M. Pincberle, a propos de I'interessante eommunication de M. Hada- 
mard, fait remarquer que plusieurs geonietres italiena ont, sous divers 
points de Tue, regarde les fonctions comme les points d'lm ensemble 
et meme d'un continuum. II cite a ce sujet un memoire deja aneien 
de feu M, Ascoli, inaere anx Annali di Matematica, intitule 
Sulle curve limiti di una varieta di curve, des notes de 
M. Volterra (R. C. della R. Accad. dei Lincei, 1887), d'autres de 
M. Arzela (B. C. et Mem. dell' Accad. di Bologna, 1894—96) et ses 
propres travaux (p. ex. Annali di Matematica, 1884 etc). 
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Remarque relative a la communication de M. Hadamard. 



E, BoRKL a Paris. 



M. Borel demande la parole pour presenter de courtes remarqnes 
8ur quelques questions dans lesquelles interviemient des ensembles de 
fonctions, niais enyisages a itn point de vue qui aemble different de 
celni de M. Hadamard. 

II rappelle d'abord ee fait bien connu. qu'une fonction arbitraire 
de nature determinee (par exemple, une fonction analytique de deux 
variables), dependant d'nne infinite denombrable de coefficients, on pent, 
dans bien des cas, fairo eorrespondre d'une maniere univoque une 
fonction arbitraire a une on plusieurs fonetions arbitr aires. A ce 
point de Tiie, il a pu indiqaer, en 1895, dans le Bulletio des Sciences 
Matbematiques, un eurieirs resultat relatif aux equations lineaires aux 
deriyees partieiles. D'autre part, il est clair que si, pour une equation 
aux derivees partielies, on se pose le problemo de Caucby sous 
luie forme precise, I'integrale generale depend d'lm nombre parfaitement 
determine de fonetions arbitraires de nature determinee. Comment 
concilier ees resultats eontradictoires ? Si nous nous pla^ons an point 
de Yue de Cauchy, c'est-a-dire si noiis reeherchons les integrales 
analytiqnes, I'integrale generale est donnee par un developpement en 
serie dont les coefficients sont des fonetions des coefficients des series 
(arbitraires) qui definissent les conditions initiales. Ces derniers coeffi- 
cients pourraient etre ranges en une serie simple; mais, si on les 
regarde comme arbitraires, la serie integrale n'est pas necessairement 
convergente. On sait au contraire que eette serie est convergente dans 
le cas et dans le eas seulement on les series definissant les conditions 
initiales sont elles-memes convergentes. Dire done que I'infcegrale 
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depend d'un nombre deter m me do fonctions arbitr aires de nature 
determinee, c'esfc dire que la convergence de la serie integrale 
depend de la convergence d'un certain nombre de series 
de nature determinee. C'eat done dana I'etude approfondie de la 
convergence des series que Ton doit rechercher I'origine de ia distinction 
entre les diverges sortes de fonctions arbitraires. M. Borel a indique 
pour la premiere fois cette idee dana une Note parue aux Comptes 
Rendua en decembre 1895. 
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Les math^matiques et la conception An monde au point de 
vue de la pkilosophie scientifique. 

Par 
N. BouGAiEV a Moseou. 



L'entendement actuel des phenomenes du monde se trouve diree- 
tement lie avee la science et la philosophie. C'eat pourquoi on le 
qualitie ordinairement de eoneeption scientifiqiie et philosophique du 
monde. (Philosophisch-wisaenschaftliche Weltanschauung.) 

En quoi consistent done I'essence et les caracteres fondamentaux de 
cette fa^ou de considerer le monde? 

II faut repondre a cette question pour evaluer avec justesse cer- 
tains phenomenes scientifiqnes, artistiques et sociaus; c'est indispensable 
pour mieux resoudre pluaieurs problemes de la vie pratique et soeiale. 

Je n'ai pas la pretention de repondre a cette question dans toute 
son etendue. J'essaierai seulement d'approcixer de la solution en par- 
tant d'un point de vue tout a fait particulier. 

L'entendement scientifique et philosophique du monde depend de 
notre fa^on de comprendre les phenomenes de la nafciu-e. C'est surtout 
la science qui facilite cefc entendement. Or la science tend, dans ses 
conclusions, a I'esactitude et a la precision. Elle ne se borne pas a 
des considerations generales. Des generalisations une fois formees, 
apparait la question de la mesure et du nombre, capable de caracteriser 
I'objet dans toutes les circonstances. C'est elle qui donne a la science 
ce caractere positif auquel elle tend de nos jours. 

ActueUement cette exigence du nombre et de la mesure pariut 
constituer la question vitale du jour non seulement de la science, mais 
aussi de I'art et des relations humaines. Trouver la mesure dans le 
domaine de la pensee, de la volonte et du sentiment, tel est le pro- 
bleme du philosopbe, du politique et de I'artiste contemporains. 

Cette exigence constante de rhomme nonveau non seulement ne 
diminue pas, mais grandit, au contraire, le coti ideal de la civilisation 
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contemporajne. Au nioyen du oombre efc de la mesure, — I'liomme 
aspire a sortir du domaine des instincts, domaine iiidefini et illimite 
et a s'elever a une situation ideale, capable de lui donner line puis- 
sance pleine et entiere sur la nature exterieure et interieure et qui 
introduise I'iianiionie et un sentiment esthetique dans toute mani- 
festation de I'esprifc humaiu, 

Le nombre et la mesure apparaissent dans la science actuelle 
eomme le moyen le plus puissant poor evaluer les phenomenes de la 
nature. Ces exigences de la science la lient direetement aux mathe- 
matiques, la science du nombre et de la mesure, qu'en toute justice 
on appelle la mere de toutes les sciences. 

Des qu'une quantite concrete quelconque est capable de devenir 
une quantite mathematique, les mathematiques entrent aussitot en action. 

C'esfc pourquoi les mathematiques dans leur developpement scien- 
tiflque, dans leurs precedes et leurs methodes de recherche, ont une 
importance essentielle pour rhonune contemporain, C'est ce qui ex- 
plique pourquoi notre epoque se distingue par un tel accroissement 
des methodes mathematiques, pourquoi un si grand nombre de savants 
appliquent tons leurs efforts a augmenter par leurs recherche s ces 
instruments et ces moyens d'investigation: ils ne font que manifester 
la puissance deduetive de I'homme. Avee I'accumulation et la classi- 
fication des faits, aveo le perfectionnemeut des methodes, ces instru- 
ments et ces moyens renferment la veritable condition du developpement 
progressif de nos connaissances de la nature. 

Dans les mathematiques pures, nous devons avant tout ehercher 
les repouses a certaines questions concernant I'essence et les principes 
fondamentaux de la conception contemporaine du monde au point de 
vue seientifique et philosophique. Les mathematiques constituent la 
science qui etudie les similitudes et les differences dans le domaine 
des phenomenes de ehangement de la quantite. C'est sa definition la 
plus generale; toutea les autres en deeoulent comme ses consequences 
naturelles, L'idee de modification de la quantite et de I'ordre, a 
laquelle se soumettent ces changements, ce sont les idees fontamentales 
des mathematiques. Une quantite susceptible de modification s'appelle 
une grandeur variable. Les quantites variables peuvent changer inde- 
pendamment de la modification d' autres quantite s ou en dependre. 
Selon cette modification, on les nomme quantites variables indepen- 
dantes ou dependanfces. Les quantites variables dependantes s'appeUent 
aussi des fonctions. Par consequent les mathematiques apparaissent 
eomme la theorie des fonctions. On peut egalement admettre cette 
seconde definition, deeoulant de la premiere comme de la definition 
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principale. EUe suffit pour expliquer pluaieurs fsiits dans le domaine 
des phenomenes de la modification d« nombre. 

Les quaobites peuvent se modifier d'une fa^on continue ou discon- 
tinue. D apres t^s deux moyens de modification des quantites, les 
fonctions se subdiTisent en fonctions Lontinues et discontinues, et les 
math^matiques puies se di'visent, a leur toui, en tieux grandes parties: 
la theorip des tonctions continues et la theoiie des fonctions discon- 
tinues. On appelle gtufralement anilyse mathematique la theorie 
des fonctions continues ct arithmologie Ii theorie des fonctions 
discontinues Une subdivision au^si natuieUe des mathematiques purea 
n'a pas encore penetie dans la science, nest pas encore devenue digne 
de la convietion scientifique generale II en resulte toute une suite 
de malentendus dans la cla-^sification et lentendement de plusieurs 
parties de^:, mathematiques puies Ce defaut de daite dans les sources 
de la classification scientifique se reflete dune ta^on defavorable sur 
le caractere que piend la conception scientifique du moude. 

La tbeone des fouctioiis continues ou 1 analyse emprunte ses me- 
tfiodes a 1 application consequente de lidee de continuite a I'etude 
de ces fonctions Gette idee, mtimement Iiee a la theorie dea limites 
constitue la matiere esaentieUe du calcul infinitesimal. 

La methode des infiniments petits ou le calcul difi'ereiitiel et le 
calcul integral constituent un des moyei^ les plus puissants pour 
I'etude des fonctions analytiques. Sur le terrain de cette methode 
s'est etabli, developpe et definitivemeufc constitue I'edifice grandiose de 
I'analyse mathematique. Sous son abri viennent, pour ainsi dire, se 
nicber plusieurs sciences des mathematiques appliquees. Le probleme 
fondamental de I'analyse mathematique aboutit it mettre en relation 
toutes les fonctions analytiques avec les fonctions entieres comme 
gtant les plus simples et les plus accessibles pour nous. Plusieurs 
grands geometres ont travaill^ a resoudre ce probleme. Plus d'un 
mathematieien de genie y a monfcre un esprit extraordinaire et per- 
spieace. Les savants eontemporains ont atteint au plus haut degre de 
perfection dans I'elaboration de ce probleme. 

En face de I'analyse s'eleve peu a peu un autre edifice grandiose 
de mathematiques pures. C'est la theorie des fonctions discontinues 
on I'arithmologie. Parue sous le nom modesfce de theorie des nom- 
bres, elle entre graduellement dans une phase nouvelle de son develop- 
pement. ActueUement tout donne a penser, que I'arithmologie ne le 
cedera pas a I'analyse par I'etendue de ses matieres, la goneralite 
do aes methodea, la remarquable beaute de ses resultats. La discon- 
tinuite eat hien plus rariee que la continuite. On pent raeme dire 
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que 1ft continuite c'est la discontinuite dans laquelle la modification 
passe par des intervalles infiniment petits et egauz. La diversity des 
formes, soua lesquelles apparait la discontinuite, mene a ceci, que les 
questions seientifiques de I'arithmologie sont souveut plus compliquees 
et plus difflciles que les questions correspondantes de I'analyae. 

L'analyse n'est que le premier degre dans le developpement des 
verites mathematiques, la forme la plus simple sous laquelle elles 
apparaissent. Voila povtrquoi l'analyse s'est developpee en premier, a 
arrete avant tout I'atfcention des mathematiciens. Pour le developpe- 
ment de rarithmologie, il ne faut pas seulement tous les proeedes de 
l'analyse, mais encore toute une suite de methodes et des proeedes 
d'investigation tout a fait nouveaux. Sous ce rapport, I'arithmologie 
est un veritable arsenal de methodes mathematiques. Les instruments 
les plus divers qui servent aux reeherches mathematiques s'y coneeutrent 
et s'y accumulent, 

Entre ees deux divisions, analyse et arithraologie, il y a complete 
correlation. 

Presqiie a chaque partie importaute de l'analyse correspond une 
division particuliere de I'arithmologie. Cette conscience du role im- 
portant de I'arithmologie se rencontre chez les plus grands geometres, 
qui embrassent le sujet de notre science dans toute sa plenitude et 
son etendue. Lame, celebre savant et ingenieur fran^ais, qualifie 
franchemeut de d^tracteurs de la science pure les savants qui se com- 
portent sans respects suffisants a I'egard de la fcheorie des nombres; 
Gauss s'exprime ainsi sur eette question: „Die Mathematik ist die 
Konigin der Wissenschaft, aber die Arithmetik ist die Konigin der 
Mathematik!" - — {„^^ mathematique est la reine des sciences, mais 
I'arithmetique est la reine des mathematiques!"). 

Les verites de l'analyse se distinguent par leur gen^ralite et leur 
universalite. Les verites de I'arithmologie portent en elles I'empreinte 
d'une individualite orjginale, vous attirent a el\es par leur caractere 
mysterieux et leur beaute frappante. On n'explique que par ce fait 
pourquoi certains penseurs ont rattache aux nombres entiers differentea 
questions de phiiosophie mystique. Par leur elegance les verites de 
I'arithmologie eveiUent chez le savant le sentiment de la beaute 
scientiflque, qui le satisfait pleinement, sans compter encore cette 
question: ont-elles on n'ont-elles pas une application a une explication 
immediate des phenomenea de la vie et de la nature? 

Outre l'analyse et I'arithmologie, la geometric et la throne des 
probabilites entrent aussi dans le domaine des mathematiques pures, 
Dana la geometric la quautite qu'ou examine c'est I'etendue. La theorie 

Verli. d. 1. interuat, MBtli.-Kongr. Zurich 1S»7. 14 
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des probabilites c'est la science des phenomenes fortuits. La quantite 
qu'on J etudie c'est la probabilite d'un phenomene de basard. 

Les metbodes de I'analyse et de I'arithmologie s'appliquent par- 
faitement a la geometrie. En ce seas, on peut la qualifier de science 
matbematique appliquee. Elle a aussi ses nietbodea a elle. Ellea 
r^snltent de ce que i'etendue est accessible a notre perception sensitive. 
Cette eireonstane© prete aus veiitea geometriques non seulement nne 
demonstration logique, mais aussi I'evidene* qui vient des yeux et une 
fa^on de se convaincre par les sens. Cette reunion de la demonstration 
logique et de persuasion intuitive, communique un channe partieulier 
aux verites geometriques. Dans la tbeorie des probabilites on ne 
rencontre pas des methodes matliematiqnes originales. L'analyse, 
I'aritbmo logic, la geometric et la theorie des probabilites ofFrent tons 
lea elements pour elaborer les principea fondamentaux de la conception 
Bcientifique et philosopbiqne du monde. 

Ces Veritas et leurs metbodes s'appliquent completemcnt a I'inter- 
pretation des phenomenes de Tunivera. La nature de leur objet deter- 
mine egalement nos fajons d'envisager le monde. 

II est trea important d'esaminer a I'lieure actuelle I'influenee de 
ces parties des mathematiques sur la conception scientifique et pbilo- 
sophique du monde. 

Dans les explications scientiflques des phenomenes de la nature 
les savants se sont surtout servi de la geora^trie et de I'analyse: la 
geometric a ete partieulier em ent I'instrument scientifique du monde 
des anciens et I'analyse celui du monde modeme. 

Aussi, on peut appeler geometrique la periode de I'astronomie 
ancienne. Dans la periods nouvelle cette etude s'est constituee sous 
I'influenee des notions de la meeaniqne. L'analyse des infinimenta petita 
a ete I'inatmment math^matiqne de I'astronomie. Aussi on peut qua- 
lifier cette periode d'analytique. Le oalcul differenticl et integral a 
fait avancer la mecanique et I'astronomie: c'est pourquoi on peut 
appeler mecanique cette periode de I'astronomie, 

Sous I'influenee de I'analyse nos vues sur la constitution de I'uni- 
vers ont ete totalement transformees. Grace a I'analyse, I'astronomie 
a pris un tour tout a fait scientifique, et la mecanique rationneUe s'est 
cbangee en une doctrine bien ordonnee et parfaite. L'application de 
I'analyse devient souvent le moyen indispensable et unique d'etablir 
I'bypotbese scientifique donnee aur les bases inebranlables de I'experience 
et de r observation. 

A la suite de la mecanique rationneUe et de la mecanique celeste, 
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la physique est entree dans une periode de developpement, dans 
laquelle elle est devenvie aussi une science mathematique. Les sciences 
physiques ont paase par les m§mea phases d'evolution historique que 
rastronomie. Aprfes I'epoque des vt^es constructions est venue la 
periode oil s'est manifeste le besoin absolu de 1' observation et de 
I'experience. Alors dans la science apparaissent generalement les gene- 
ralisations premieres, on repartit les phenomenes en especes et en 
groupes. Grace an progres des sciences exactea, ces observations 
s'accorapagnent ^'indications precises fonmies par les nombres, De 
ces donnees numeriques on forme aussi lea premieres lois empiriques 
et numeriques, qui doiveut ensuite decouler, comme consequence pre- 
miere, des principes de la science, elaborees par le precede inductif 
le plus rigoureux. Lea lois de la conservation de la matiere et de 
I'enei^ie aont ces lois generales, que la physique et la chimie ont 
Slabor^ea. Actuellement I'analyse mathematique trouve dans la phy- 
sique les applications les plua variees et les plus etendues. La physique 
mathematique a atteint un tres haut degre de perfection. En general, 
on pent affirmer avec une grande probabihte qu'on determine ie 
developpement des sciences physiques par I'etendue de la region dans 
laquelle on applique I'analyae mathematique. Dans la marche du 
developpement succeasif des sciences physiques nous ne pouvons nous 
empecher de remarquer leur marche progressive efc ascendante vers !a 
precision et la perfection. Nous ne pouvons expliquer que de cette 
fafon pourquoi la chimie tend a se rapprocher de la physique et la 
physique de la meeanique. C'est pourquoi plusieura savants supposenfc 
que dans I'avenir tous les phenomenes de la nature exterieure pourronfc 
etre expliques par les lois meeaniques de I'^quilibre et du moavement, 
et aeront I'objet de recherches suivies dans leur marehe deductive 
d'operations mathematiques. De cette fe^on, la science qui traite des 
proprietes et des rapports reeiproques des grandeurs apparait comme la 
condition indispensable qui determine le degre de pr Vision et de 
rigneur des deductions dans les sciences physiques, I'unite qui les relie 
dans un tout harmonieux, la methode ct Tarme puissantes, auxquelles 
eUes ont recours dans I'interet de leur developpement. 

L'application de I'analyse mathematique a I'etude des phenomenes 
de la nature, application vaste et multiple, ajoute une nuance speciale 
a la fa^on actuelle de concevoir le monde selon la science et la philo- 
sophic. Cette nuance depend du caractere m§me de I'analyse mathe- 
matique, de la propriete de ces fonctiona continues, au moyen desquelles 
on etudie et on formule les lois de la nature. C'est la que nous 
ehercher les reponaes a la question touchant les principea 
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fondamentaiix de la conception du monde actuelleraeiit adniise au point 
de Tue de la philosophic seientifique. 

Pour expliquer mathematiquement les phenomenes de la nature 
on applique aurfcout les fonetions analytiques continues. Voila pour- 
quoi on peat a juste titre donner le nom de conception analytique 
a la fa^on actuelle de eoneevoir le monde. 

Les fonetions analytiques ont pour priccipale propriete la con- 
tinuite. Elle nous donne la possibilite d'etudier ces fonetions dans 
toutes leurs manifestations elementaires. Dans I'etude des phenomenes 
de la nature nous prenoiia pour guide cette propriete principale des 
fonetions. Nous admettons que les phenomenes de la nature varient 
d'une fa^on continue. Outre cela, quand nous etudions ces phfeomenea 
nous avons pour but de les eomprendre dans toutes leurs manifesta- 
tions elementaires. Enfin nous voulons savoir comment lea phenomenes 
compliques de la nature se forment des phenomenes elementaires. Le 
calcul differentiel et integral nous met a meme non seulement de 
donner une expression mathematique a ces questions, maia encore de 
les resoudre d'une fa§on precise, du moment que la loi du phenomene 
est exprimee par une fonction analytique. Lea fonetions analytiques 
qui esprimenfc lea lois de la nature sont surtout des fonctiona uni- 
formes. Cela correspond a notre supposition qu'a chaque loi donnee 
dans telle ou telle circonstance ne correspond dana la nature qu'un 
aeul phenomene determine. 

Enfin quand nous exprimons les lois de la natuie pai des fone- 
tions analytiques uniformes nous obtenons li posaibihte de dehnir le 
phenomene dans tons les moments non s^'ulement du pisse ra<iit> de 
i'ayenir. 

De cette maniere les fonetions analytiques continuea et uniformes 
et I'applieation de I'analyse mathematique nous ofErent la poasibilite 
de remarquer dans les phenomenes de la nature et dans les lois qui 
lea regissent les proprietes fondamentales suivantes: 

l** La continuite des phenomenes; 2*' la Constance et I'invariabilite 
de leura lois; 3" la poasibilite de les eomprendre et de les evaluer 
dana toutes leurs manifestations elementaires; 4° la poasibilite de lier 
les phenomenes elementaires en un tout complet, et enfin 5" la poasi- 
bilite de preciser les phenom&nes dans tous les moments du passe et de 
les predire dana tous les moments a venir. 

Ces particularites caracterisent toutea les exigences multiples de 
la science contemporaine. On s'en sort pour definii- I'etat de la con- 
ception seientifique et philosophique du monde. Ces pai-ticularitea 
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correspondent tout a fait aux proprietes des fonctions analytiques con- 
tinues et uniformes de I'analyse mathematique. 

Les progres remarquables de la science contemporaine sont dus 
a ['application heureuse de I'aiialyae matlieraatique a I'etude des phe- 
nomenes primitifs de la nature. Ces progrfes ont jnstifie les esperances 
que les penseurs avaient fonde aur les mathematiques, 

Au moyen de I'analyae mathematique I'lionime a elairement coni- 
pris plusieura resaorts caches de rorganisation de runivera. Les progres 
de I'astronomie, de la mecanique efleste et des questions pratiques 
qui s'y rattachent de geodesie, de geographie et de navigation ont 
change toute la conatitution de la societe actuelle. Les progres de la 
mecanique et de la physique mathematique aeeompagnees de toute 
une suite d' applications briUantes, ont aeeru davantage la foi de 
I'homme en ce que la conception analytique du monde est la con- 
ception fondamentale et la plus reguliere, que dans I'elaboration k 
venir de cette conception reposeut les conditions du progres futur de 
la science humaine. 

Sous I'empire de I'analyse les considerations contemporaioes sur la 
nature se distinguenfc par leur generalite et leur universalite. 

L'idee de la continuite des phenomenes de la nature a commence 
a penetrer dans la biologie, la psyehologie et la soeiologie. Les 
doctrines de Lamarque et de Darwin ne sont qu'une tentative d'ap- 
pliquer a la biologie ces conceptions sur la transformation continue 
des phenomenes, qui regnent dans la g^ometrie, la m^eanique et la 
physique. 

En biologie on est arrive a se convaincre, que le resultat final 
des phenomenes biologiques n'est qu'une simple suite de transfor- 
mations des irtfinimeuts petits, que nous remarquona dans les pheno- 
menes de la vie dea animaux et des plantes. 

Enfin en soeiologie egalement est venue a predominer I'opinion 
que le changement dana la marche des phenomenes sociaux s'aecomplit 
sous i'influenc« de transformations continues daiia la fa90n de vivre, 
dans les mceura, les coutumes, les habitudes et les convictiona des 
unites sociales. 

L'idee que !e developpement social s'aecomplit au moyen d'un 
progres lent et eontinu de tous les Elements de la aociete, cette idee 
s'affirme de plua en plus. Dana lea conaiderations hiatoriques eon- 
temporaines lea theories evolutionistes prennent le deasua sur les 
theories revolutionnairea. La science a commence a remplacer la 
doctrine. Les doctrinaires ont pen a peu commence a ceder le pas 
aux vraia savants. La fa^on m&me d'enviaager le progres s'eat modifies. 



y Google 



214 II. Teil: "Wisseascliaffcliclie Vortrage, 

A I'idee de progres est Yenue se joindre I'id^e d'un perfectionnement 
continu, et pour amei dire, graduel. On s'est mis a reconnaitre que 
cetfce amflioration dans la societe s'accomplit non pas en faisant de 
brusques sauts, mais en perfectionnant avec suite et par degres tous 
les elements sociaux. Telles sont actuellement les bienfaisantea con- 
sequences de la conception analytique du monde dans le domaine de 
la science et de la philosopliie. II est fort a desirer pour les progres 
a venir de Thumanite de travailler et d'etendre cette conception analy- 
tique du monde. 

L' esprit de I'horame ne se bo me pas cependant an cercle 
des verites entierement expliquees. II court toujours en avant. II 
cherche toujours a gagner du terrain. II taehe d'appliquer la con- 
ception qu'il s'est faite du monde memo aux fails qui n'ont pas encore 
ete completement 6elaircis par la science. Soiis I'influence d'une con- 
ception analytique du monde, il est devenu evident, que certaines lois 
de la nature sont immuables et constantes, que certains phenomenes 
s 'accompli ssent dans un ordre tel qu'on peut fixer leur marche dans 
le passe et dans I'avenir. La sage modeatie ne constitue pas cependant 
I'apanage de tous les penseurs. Certains phUosophes out hardiment 
ayancc que le point de vue analytique est applicable a I'explication 
de tous les phenomenes. lis ont admis en secret, que tous les 
eYenements du monde s'assujettissent a des lois analytiques, fixes et 
continiies. Us ont affirm^, que si nous connaissions ces lois, nous 
poiu-rions annoncer davance tous les phenomenes aussi exaetement que 
I'on predit les eclipses du soleil et le mouvement des planetes. Une 
admission si cachee s'est produite sous I'infiuenee de cette circons- 
tance, que le sayant contemporain s'est fait completement une habitude 
de la conception analytique du monde. Sous Taction de cette fa^on 
de conceToir la nature, dans le milieu des savants est venue s'insinuer 
de plus en plus frequemment la pensee que I'idee seule de causalite 
prevaut dans la marche des phenomenes et que les causes finales n'y 
jouent aucun r61e. Alors dans le milieu des philosophes se sont fait 
entendre de plus en plus souvent des voix qui affirmaient avec assu- 
rance, que la nature est indiff^rente aux huts de I'homme, qu'elle ne 
connait ni le bien, ni le mal. Le bien et le mal, la beaute, la justice 
et la liberte, ont-ils dit, ne sont qu'iUusions, creees par ^imagination 
humaine. Dans les considerations de certains philosophes est venue a 
predominer le sentiment de la fatalite, de la n^eessite absolue et 
inevitable. Le destin, le sort du monde antique se fait jour dans ces 
opinions. 

Ainsi I'homme, avec sa liberte, ses fins ideales et ses aspirations 
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elevees, se trouvait entraine dans le remous commun de la contraiiite 
fatale. D'apres oes conceptions le destin, suivant des ioia invariables 
qu'on ne peut jamais changer, le destin gouverne sans contredit le 
monde. Une telle maniere d'envisager les dioses conduit a un deter- 
minisme eomplet. Certains out qualifie ce point de vue de scientiflque. 
lis sont fiers de s'j maintenir, a I'enoontre des faits les plus evidents 
et des sentiments naturels de I'homme. 

Cette conception analytiqne du monde est tres repandue. Voici 
comment, au hasard de mes lectures, je I'ai trouvee exprimee 
dans ces vers d'un poete russe, prraque litteralement tradnits en 
fran^ais : *) 

Que m'importe, crois-moi, feoutes tes esperances, 
Tes aspirations, tes efforts et tes transes. 
Du nombre seul je sais I'impitoyable loi. 
Jouissance ou tourment, bienfait, vertu, pour moi 
Sont tout indifFerents: ni bien, ni mal, n'existe, 
De ta marche en vainqueur, ~ athee on bien deiste, — 
Vers un eden cache, j'ai toujours ignore 
Le principe et la fin, dont tu t'es honore. 
Oui, la fatalite: voila mon seul pai-tage! 
Ainsi, depnis longtemps, je marche d'age en Sge. 
Et je n'inYente pas, n'aime, ni ne construis. 
Je ne reflechis pas. — J'enfante et je detruis. 
Sans haine et sans orgueil, foulant a mon passage 
L'elephant et le ver, I'imbecile et le sage . . . 
Vis done comme tout vit! Fr§le vague, un instant 
Deferle et disparais! ... Ne t'eleve pas tant, 
Souverain ephemfere, et renonce a la iutte. 
N'engage pas en vain une vaine dispute 
Avee Celle qui fut, sans joie et sans remords, 
De toute eternity Mere de tons les Morts, 
Et de tons les Vivants! Va, ne me biens plus tete, . . . 

Ainsi dit la Nature . . . et, bruits de la tempete, 
Eclairs, foudre, elements, dechaln^a sans merei, 
Grondent comme des voix qui ne sont pas d'ici. 



II n'est pas etonnant qn'une pareiUe maniere d'envisager la marche 
des phenomenes de I'univers ait rencontre une energique resistance 
dans le milieu de beaueoup de penseurs. 

*) par M. Sichler, professeur au lycee de Kasan. 
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Plusieurs ont eomraence k entrevoir dans une pareille idee un 
danger au point de vue de I'Ethique et de I'Estlietique. II en est 
resulte des malentendus entre la conception seientiflclue et philosophique 
du monde la plus repandue et les tendances naturelles et legitimes de 
rhomme. Comment ecarter ces malentendus? 

II ne faut pour cela, en ae penetrant d'une sage modestie, 
qu'envisager les manifestations de ruiuTers a un point de vue plus 
profondement seientitique. La conception du monde selon la science 
et la philosophic, se rattache etroitement aux mathematiques. L'expli- 
cation mathematique des phenomenea constitue une propriete fonda- 
mentale de la science contemporaine. Dependant de toutes les divisions 
des mathematiques jusqu'a present on n'a applique que I'analyse a 
1' explication des phenomenes de I'univers, Neanmoins cette inter- 
pretation qui ne se fait qu'au moyen dea fonctiona continues analytiques 
n'eat paa suffisante. Outre I'analyse il y a en mathematiques, I'arith- 
mologie; outre les fonctions continues il y a les fonctions discontinuea. 

En considerant de pres les phenomenes de la nature, nous remar- 
quons bjent6t des faits qui ne peuvent etre expliquea en partant du 
point de vue de la continuity seule. En esaminant, par exemple, 
le tableau chimique des elements simples, nous voyons que les 
nombres qui le caracterisent ne se subordonnent paa a la loi de con- 
tinuito. II n'y a pas des corps simples de toute deusite. Chaque 
corps simple est par lui-meme un individu chimique particulier. Quand 
nous examinons les corps ehimiques composes, nous decouvrona qu'ils 
se composent d'elements n'entrant dans des combinaisons ehimiques 
que dans des proportions determineee. La continuite ne sufiit pas 
pour expliquer tous les phenomfenes ehimiques. En chimie on rencontre 
souvent I'lisage des lois aritbmologiques. Elles interviennent toutes 
lea fois qu'on veut d^nir les nombres des differentes combinaisons de 
meme composition. Toute combination chimique compoaee est par 
elle-mSme un individu separe et independant. La theorie atomique 
(de la chimie) indique clairemeut les parfcicularitea individueUes dans 
la constitution de la matifere. Ces partieularites se manifestent dans 
les constructions cristallines des mineraux. On ne peut les expKquer 
par la continuite seule. L'aeoustique nous apprend qu'une combinaison 
determinee de sons produit une expression esthetique. Une suite musi- 
cale de sons revet un caractere arithmologique. 

En biologie, la construction cellulaire des corps organiques montre 
le role important des individus biologiques dans les phenomenes de 
la vie. Les phenomenes de la conscience preaent«nt egalenient plusieurs 
c6t4s qui ne correspondent pas a la conception aoalytique de la nature. 
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En soeiologie, ITiomme constitue im element social independant eb 
autonome, et beaucoup de phenomenes sociaus ne peuvent §tre expli- 
ques par la continuite. En un mot, il y a beaucoup de cas, oCi la 
dJBContinuite se fait voir dans la marche et mgme dans le developpe- 
ment des eYenements Bociaux. 

La diseontinuite apparait toujours la oi'i se manifeate I'individualite 
independante et autonome. La diseontiauifce inter vient aussi la ou 
sui^isBent les questions des eauses finales et les problemes esthetiques 
et ethiques. 

La continuite n'esplique done qu'une partie des phenomenes de 
I'univerB. Les fonctions analytiques sont immediatement liees avec la 
continuite. On ne pent employer CCB fonctions que pour expliquer 
les ph&om^nes lea plus simples de la vie efc de la nature. La con- 
ception analytique du monde est done insuffisante. Elle ne s'etend 
pas a tous les faits de la nature, n'explique pas tous ses phenomenes. 

Les interets lea plua chers a I'homme, lea plus elev^a, sont souvent 
lies aus problemea d'arithmologie Le philosophe ne pent pas lee 
renier au nam de li (inception analytique conception etroite et m 
suffeaaiite On ne jeut lejeter lea cau'*es hnales et Iharnionie dune 
conception vraiment icientifique et philosophique du monde II faut 
egalement en tenir compte quand on etudie lea phenomenes de la 
natuie La conuepticn antkmologique du monde mdique que let cauaes 
finalea louent aua^i itn role dana le** manitc statu. ns du monde Elle 
nous amene a ncui convamcre que le bien et le mal la beaute Ia 
justice la liberfa" ne sont p^s rien que des illusions cieeea par limigi 
naticn de Ihomme elle udus dsime lussi la conviction que les lacmes 
f Dui ainBi dire de ces ten lances repoaent dana 1 e<<sence meme des 
choses lins la natuie menie des {henom^nes de lunivers, quelles out 
une base qui n est \ ae Active mais reelle La conception anthmologique 
ne nous foice pas i ne considerer le coura dea evenements iien que 
dans leur contuiuite fatale et d'absolue necesaite. Elle nous d^livre 
du fatalisme. Dana I'economie g^nerale de nos connaissances et de 
nos sentiments elle acquiert une importante signification et a im droit 
legal a I'existence. Elle ne contredit pas I'interpretation mathematique 
du monde et des phenomenes de la nature. Le point de vue arith- 
mologique complfete la conception analytique du mondre. L'un et 
I'autre expliquent les phenomenes qui y correspondent. Ces deux 
conceptions, I'analytique et rarithmologique, ne se contredisent pas 
I'une I'autre, maia ne composent ensemble que les deux aspects d'une 
seule et meme interpretation mathematique des phenomenes de la 
nature. 
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TJne eoneeption verifablement scientiflque du monde n'est done 
pas seulement analytique, mais matiiematique, c'est-a-dire a la fois 
analytique efe arithmologique. 

Avee la conception mathematique du monde on change et on 
complete le point de vue sur le progres et sur le role de I'homme 
dans la marehe des evenements du monde, 

Le progres ne consiste pas seulement rien que dans I'amelio- 
ration du milieu ambiant. II est inseparablement lie a I'ameliorafcion 
de la nature meme de I'homme, au perfeetionnement de son entende- 
ment, de sea sentiments et de sa volonte. Les elements ^thiques et 
eathetiquea y jouent un role important. La nature n'est pas seulement 
un mecanisme, mais un organisme, dans lequel agissent des individus, 
qiii existent et fonctionnent independamment et de toute la tension 
de leurs forces et de leur puissance. A cote de I'universalisme, I'indi- 
vidualisme a plein droit a I'existence. Us ne s'excluent pas, mais se 
compl&tent I'un I'autre. Dans I'ordre general de revolution totale du 
monde, il doit y avoir place eiitre eux non pas pour I'autonomie, mais 
pour I'harmonie. Dans la tendance conseiente et inconsciente vers la 
recherche de cette harmonie nous devons chercher le secret qui explique 
plusieurs phenomenes de la vie psychique de I'homme et de sa vie 
hiatorique. L'homme n'est pas seulement nn etre passif, un miroir 
qui refleehit lea phenomenes de la nature qui I'entoure. C'est un 
agent actif et createur, un instrument absolument necessaire, mais 
independant, dans la marehe de I'amelioration generate de la nature 
et de la vie. Comment espliquer que jusqu'a present le point de vue 
analjtique seul I'a emporte dans les considerations scientifiques et 
philosophiques sur le monde et la nature? 

Cela tient a plusieurs raisons. D'une part, c'est dans les demiers 
temps seulement que I'arithmologie a eommeneS a se montrer comme 
une branehe independante des mathematiques. D'autre part, les 
brillantes applications de I'analyse mathematique a I'interpretation des 
plus simples phenomenes du monde onfc aeeoutum^ les savants a cette 
pensee, que I'analyse est I'unique instrument de recherche mathematique. 
Gette habitude s'est si profondement enracinee dans la conseienee g^ne- 
rale, qu'elle a derobe a I'attention tons les autres proc^d^a mathe- 
matiques. Lea plus simples lois de la nature s'expriment, en effet, 
par les fonctions analytiques et la eontinuite est r^ellement la propriety 
essentielle et fondamentale des phenomenes lies a ces lois. Nous 
n'avons eependant pas le droit d'etendre le domaine de la eontinuite 
a tons les phenomenes de la nature. Nous n'avons pour cela aucune 
raison, ni logique, ni reelle. 
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On a suppose jusqu'a present qia cl aq e q estinn scientifiqiie il 
ne doit exisfcer quWe aeule reponse detenn ee on n'admefctait pas de 
eas oft il pourrait y avoir plusieurs sol t o 8 d fferentes. Cependant 
il se rencontre dans rarithmologie des fonetions particulieres inverses 
aux fonctiona discontinues. On pent les appeler les fonetions de 
quantites arbitraires. Elles ont la propriete d'avoir uii nombre infini 
de valeurs pour une seule et meme valeur d'une quantite variable 
independante. Ces fonetions se rencontrent dans la nature. On pent 
en presenter plusieurs exemples oft leur application a lien. 

On sait que d'apres la loi de Weber, il esiste une correlation 
entre la sensation et I'impression, correlation qu'on exprime par une 
fonction logarithmique. On y decouvre cependant la particularite 
suivante. L'inipression pent quelquefois ae modifier dans de certaines 
limites, alors que la sensation reste eonstante. De cette fa^on la 
sensation est une fonction discontinue de rimpressiou. Cette demifere, 
an contraire. consideree comme fonction de la sensation donn^e, est 
une quantite arbitraire, capable de recevoir toutes les significations 
dans des limites determinees de modification. Une pareille dependance 
mfene &. toute une siiite de remarquables resultats paychologiques. Elle 
elaj^it notre vue sur la nature et sur rhonime. D'apres ces lois, a 
une impression donnee correspond toujoura dans un individu donn^ 
une sensation definie, mais a une sensation donnee peuvent correspondre 
beaucoup d'impreasions differentes. 

Selon cette loi, des que nous voudrons d'apres nos sensations faire 
telles ou telles conclusions sur les impressions correspond antes, nous 
ne sommes pas en etat de repondre de I'exactitude et de determiner 
parfaitement la conclusion. De cette fa^on, vu I'essence meme de 
notre organisation finale, nous devons ecarter la predominance de !a 
necessite absolue et fatale dans le domaine de nos sentiments et de 
nos actions. 

Seule une education continue pent restreindre et amoindrir les 
limites de I'uicertitude dans nos jugements et nos actions. La necessite 
meme de I'edueation qu'on pent se donner aoi-meme chasse d^ja le 
fatalisme de nos vues theoriques sur I'homme et sa nature. Une 
eertame part de hasard, qui apparait dans nos actions, introduit un 
element d'eventualite dans la nature meme. L'eventualit^ entre ainsi 
en scene, comme une propriete essentielle de certains phenomfenes du 
monde Dans le monde il n'y a pas que le regne de la certitude 
seule La probabilite y a aussi son empire. 

La doctrine des phenomenes fortuits ou theorie des probabilites 
apparait comme une science matbematique essentielle dans le systfeme 
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general de nos eonnaissaneea. Le philosophe doit compter avee ia 
probabilite autant qu'ayee la certitude. 

La theorie des probabilites doit donner des reponses IeLj oil Ton 
He pent lecourir a 1 analyse et a rarithmologie la, ot"! Ton ignore la 
loi des phenomenes 

En geneial la piobabilite se manifeste dans la sphere des evenements 
ties eomphqnes On dutt y rattacher sans conteste plusieurs pheno- 
menes sociaux La tbeoiie dp& probabilites pent a'appliquer a plusieurs 
phenomenes sociaux La loi des grands nombres demontre, que I'in- 
fluence des cause's fortuites, qui detvuisent la marche reguliere des 
phenomenes, pent gtie affaibbe par un grand nombre d'observations. 

En se tondant sur cette loi, nos conclusions par rapport aux 
]>henomenes fortuits peuvent avoir nne eertaine autorite; il faut tenir 
tompte de ce que lenrs liis et leiir lien avec d'autres phenomenes 
nous sont mtoiinus 

A quelles considejahons devons-nous en venir dans la question snr 
le rapport des mathematiques avec la conception scientifique et philo- 
sophique du monde? 

La nature de eette conception decoule de I'applieation de mathe- 
matiques dans toute leur etendne a 1' etude des phfcomfenes de la nature. 
La oil la continuite caracterise les phenomenes dans leurs modifications, 
on pent appliquer I'analyse math^niatique et y employer un entende- 
ment analytique. Dans ce cas-la, lea phenomenes, se developpaut 
selon des lois invariables et constantes, ils offrent la possibibte de les 
fixer avec une parfaite preciaion dans leur ensemble et dans leurs 
manifestations ^lementaires. On pent rendre evidente la marche merae 
de pareils phenomenes pour toutes les divisions du temps. On peut 
les predire. Us s'accomplissent eomme avec une sorte de fatalite. 

Outre les phenomenes subordonnes dans leur develoj>pement aux 
lois de la continuite, il exiate dans la nature des phenomenes plus 
compliques, qui ne s"y soumettent pas. On peut quelquefois y employer 
la theorie des fonctiona discontinues. 

Le point de vue arithmologique complete la conception analytique 
du monde. L'analyae et I'arithmologie constituent dans leur ensemble 
un aeul et meme enfcendement matbematique des phenomenes. Enfln 
la oii il est impossible de subordonner ces derniers a des lois regu- 
lieres, il est possible d'appliquer la theorie des probabilites L'appli- 
cation aimultanee de ces difterentes branches des mathematiques con- 
stitue la veritable fa^'on de concevoir le monde seientifiquement et 
philosophiquement. 

Pour interpreter les phenomenes du monde nous pouvons nous 
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en tenir a differents points de vue. Ce qu'on a appele le positivisme 
tend a repondre rien qu'a cette question: „Coinnient s'aecomplissent 
ees phenomenes?" Le point de vue analytique, qui predomine en ce 
moment dana la science, esaaie de reprondre aux questions suiyantee: 
„Commeiit et pourquoi?" 

La yeritable conception seientifique et philosophique du monde 
aspire, dans la mesure du possible, a repondre de son mieux non aeule- 
ment aux questions preeedentes, mais encore a celle-ci: „Dan8 quel 
but et pour quelle raison?" Cette fa^on de considerer le monde 
n'introduit pas de desaeeord entre nos id^ea et nos sentiments. Elle 
ne conduit pas a la collision dea causes finales avec lea phenomenes 
de eauaalite. EUe taehe d'amener nos idees et notre ideal (dans toutes 
ses formes) a une union bannonieuse. 

Leibniz, le fondateur du caleul dea infiniments petits, a le premier 
formule I'idee de progrea comme une idee de perfectionnement graduel 
de la societe. Ayant pose des bases durables pour le developpement 
de I'analyse matliematique, il a considerablement eontribue a fortifier 
la conception analytique du monde. II se regardait lui-meme comme 
le ereateur du prineipe de la continuite. II avouait egalement son 
insuffisance a expliquer tous les phenomenes du monde. Par sa mona- 
dologie il avait en vue de completer la conception analytique et de 
fournir un contrepoids au penchant de certains savants vers le ratio- 
nalisme et I'universaliame. II a demontre la signification importante 
des individnalites indivisibles et autonomes dans I'ordre de I'univers. 
C'est en quoi se revele, selon nous, le profond entendement philosophique 
du grand mathematicien. 

Je n'ai pas touche, en general, le cote philosophique de la question. 
La logique, la psychologie, I'histoire de la philosophie confirment en 
plusieurs eas nos considerations d'une fa^on encore plus convaincante. 

Nous avons vu que, dans le domaine des mathematiques pures, 
la continuite et la discontinuite sont deux notions qu'il est impossible 
de rapprocher I'une de I'autre. Elles presentent un exemple d'anti- 
nomie mathematique. Un complet entendement de faits mathematiques 
n'est possible qu'a condition qu'on puisse tenir compte dans une mesure 
egale de ces deux moyens de modifier lea quantites. — Avec une 
evaluation reguliere et la classification seientifique des donnees des 
mathematiques puree, on doit etabUr entre eux non pM le desaeeord 
mais bien I'hannonie. 

Nous pouvons egalement nous convaincre que dans les domaines 
des sciences comprises dans la logique, la biologie, la psychologie, 
I'histoii-e de la philosophie et la sociologie, runiversei et I'individuel, 
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I'abstrait et le coneret, la personne et la societe se complfetent mu- 
tuellement. Nous y trouvons I'explicatioii pourquoi la cause et le but, 
la necessite et la contingence, I'analyse et la synth&ae, 1' affirmation de 
la peiBonnalite efc I'abnegation peuvent et doivent se trouver en cor- 
relation entiere I'un avee I'autre. Ces conceptions ne doivent ni s'ex- 
clure, ni B'opprimer. La vie consiste dans un effort continuel a donner 
nne issue legitime a des tendances diiferentea et, en apparence, contraires. 
Dans cette autinomie qui se glisse dans nos conceptions, se dissimule 
cette impulsion de vie, dont est penefcre tout ce qui vit, souffre et 
aime. Nous devons en tenir compte dans I'examen et devaluation des 
faita du monde et les amener a I'unite et a I'hamionie. 

Je n'ai pas traite en detail cette demi^re question parce que 
5'aurait ete depasser les limites de ma tacbe: J'ai surtout voulu rendre 
evident qu'en ne restant rien que sur le terrain scientiflque et ob- 
jeetif on peut arriver a des considerations plus profondes sur la vie 
et sur la nature. J'ai voulu defendre la veritable science centre les 
reproebes qu'on lui fait. J'ai voulu montrer que les verites proposees 
par les sciences exactes ne nient pas, mais afflrmeut, en s'appuyant 
sur des bases inebranlables , nos aspirations ideales vers I'unite et 
I'harmonie. 

C'est pourquoi, en nous pla^ant sur un terrain completement 
objectif, nous pouvons, pour terminei, nous associer a la pensee exprimee 
dans la seconde partie des vers cites plu-) haut C'est une protestation 
contre la conception partaaie du monde qui aasujettit la nature aux 
lois d'une necessite absolue et tatale En reponse a eette nature sans 
pitie, I'hommc, sous I'influeuoe d'une conception plus profonde des 
phenomenes de I'univers, earaeteiisc sa destinee dans les termes suivants: 

. . . Mais, portant haut la tete, au cri de: Liberie! 
Vers la terre promise 06 regne la bonte, 
Au pays de son reve, un paradis tranquille, 
Un §tre, a pas lents, va. La route est difficile. 
A travers la bourrasque, et la pluie, et I'horreur 
De tenebres, il va, sans morgue et sans fureur. 
II trebuche et chancelle, et la biae fait r^e. 
Sous la croix de douleurs, mais sans perdre courage, 
II marche, ce Titan: c'est I'Homme. Or, en ses mains, 
D'un geste revelant des efforts surhumains, 
II tient un etendard oii, sublime sentence, 
Brillent ces mota divins en gage d'esperance: 
Le Vrai, le Beau, le Bien. 
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II difc avec flerfce: 
Qui que ce soit qui m'ait en ma fragilite 
Souffle le t'eu aacre, qui m'ait dote d'une ame, 
Tu lie peux I'etouffer cette ardeur qui m'enflamme, 
Nature aveugie et morte, en ta rude beaute, 
De I'esprit immortel j'ai pour moi la ularte. 
Legislateur.nouTeau, du Li^re de la Vie, 
J'effiacerai le vice, estirperai I'envie. 
A I'Ombre je dirai: Disparaia pour toujoui-al 
Aurore allume-toi! Eden, viens, prenda ton coura, 
Descends dans le desert oft je laisse la trace 
D'un penible labeur. Nature, fais-moi place! 
Tu seras ma servante en ce lieu consacre, 
Ou je eesserai d'etre en ce monde effondre. 
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Sur les p6les des fonctions uniformes a plusieurs variables 
independantes. 

Par 
L. Atj TONNE a Lyon. 

Soit X une fonction uniforme <ie r -j- 1 variables independantes 
p, Xi, ■ ■ ■, Xr, eoordonnees d'un point % dans une espace -E^+t & r -\~ 1 
dimensions. Si un point to, par exemple I'origine ^ = a^^ ^= ■ ■ ■ = ar^ = 
des eoordonnees, est pour X. un point singnlier non essentiel ou pole, 
aiors on a, par definition, pour des modules des variables siLfflsam- 
ment petits, X == P(i/, x^, - ■ -, x^ : Pg(y, x^, ■ ■ -), les deux fonctions 
P et pQ etant holomorphes et nuUes au pflle; les deux series Pet Py 
sont suppos^es premieres entre elles au sens de Weiersti'ass. 

Aux abords du pole, X a (Weierstrass) une valeur arbitraire ou 
mSme n'a aucune valeur. Je me suis propose d'^tudier I'indetermination 
de X en la. 

Appelons valeur X„ de X au pole la limite vera laquelle tend 
X, lorsque le point § tend vers a. X^ depend ^videmment de la loi 
suivant laquelle d^croissent iudefiniment les modules des variables, ou, 
pour parler un langage geometrique, de I'itineraire 2B suivant lequel £ 
tend vers ra. II y a d'ailleurs avantage k considerer plusieurs fractions 
telles que P : P^j affectees d'un mSme denominateur Pj, . Voici alors 
une maniere plus commode de poser la question. 

Prenons dans un espace £^ a N dimensions, N^r-{-l les 
JV-|- 1 eoordonnees bomogenes |j [_? = 0, 1, ■ ■ -, JV"] d'un point |. 
Les .y -j- 1 equations 

(1) si; -P,{!/,^„ ■•■,».) 

[p = facteur de proportionnalite, Fj = fonction holomorphe, reguliere et 
nulle en to] definiasent le point t, eomme image du point £. Quelle est 
I'image H^+i du pole a lui-meme? Hr+i est constituee, par definition, par 
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I'ensemble des points | vers lesquels tend ^, quand t, tend vera <o par 
tous les itin^raires 3B possibles. J'appelle „problfeme {r -|- 1]" la eon- 
struetioa de I'image ii^+i- 

II est evident que la resolution du probleme \r -\- 1] fait eoii- 
naitre les allures de la fonction uniforme 

Xj = Pj : P,„ j = 1, 2, ■ ■ ■, jV 

dans le voisinage de son pole m et repond d'une fa^on complete a la 
question que je me suis posee. 

Le probleme [r -\- 1] eat resolu en etant rameu^ au problfeme [r] 
e'est-a-dire, de procbe en proche, au problferae [1], pour lequel la 
solution est immediat«. Voici la marche generale du raisonnement. 
D'abord le theor&me fondamental de Weierstrass permet d'ecrire 

[aj^ = constante non nulle; aji, qj = fonetion holomorpbe nuUe en »], 
le tout, bien entendu, en effeetuant au besoin sur les |j une eoUineation 
eonvenable. 

A la liraite, les rapports des P, et ceux des fj sont les memes; 
on est ramene a resoudre le probleme [r + 1] ^ur le systerae 

(2) Ull-fj- 

Ce systfeme, pour y seule variable, definit dans I'espace Em une yari^t^ 
unicursale ou courbe fL, qui ne depend que du point x, ayant les 
%) ^ij ■ ■ 'i *<■ pour eoordonnees dans on espace E,-. Les N — 1 
equations de Tic 

obtenues par I'eliniination de p et de y entre les equations du systeme (2), 
ont pour eoeffieients des fonctions uniformes des x^, • • -, x,-. Si I'on 
sait resoudre le probleme [r] on saura conatmire toutes les limites F 
vers lesquelles tend F^, quand x tend vers le point Xi^--- = Xr = 0. 
Une demonstration, qui a ses difficultes, mene alora au theoreme 
suivant: „La figure a^+i est exeluaivement constituee par i'ensemble 
des courbea T." Qnelques-unes des courbea V sont eventuellement 
des points. 

Ainsi le probleme [r -j- 1] est ramene au probleme [r] e'est-iv- 
dire resolu. 

Verli. d. 1. intarnat. Mathem-Kongr, ZUticli IS97. 16 
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On peufc dire que mon proeed^ pennet de lever rindetermination 
des symboles -r- ^ "^ nombre queleonque de variables. 

Voiei, pour finir, une autre application, Dans la transformation 
birationnelle de I'espace [X, Y, • • ■, Z'^ polynomes | 
,_ X(x, y, z) ,_ r ,_ £ 

T{x,y,s)^ ^ T' T 

qui a pour inverse la transformation 

X-{x\y\z-) _jr _Z^ 

^ ~ r(ie\ y% 3') ' ^ T' ' ^ T ' 
M. Ncether (Eindeutige Baumtransformationen, Mathematische Annalen, 
tome III) etudie les points fondamentaux, commuos par definition 
aux quatre surfaces 

(3) X = 0, r=0, 2 = 0, 2'=0. 

II en distingue deux eipfei.es que ]e n^mme poir abreger zenith et 
nadir. Par definition limige dun zenith est un fy&tenie de loints 
de eourbes ct de surfaces celle dun nadn ne compienl que des points 
et des eourbes. M Ncether fait la distinction de zenith', et des nadiis 
pour des singularites simples des surfaces i^S) 

Mon precede permet de tine cette hstinction d-ins tous le*! cas 
pour une singularite aussi compli ^uee que 1 on voudra et de con 
sti-uire effectivement les suriaces images des zeniths, les eourbes 
images des nadirs On etablit nofcamment que le nombie des /enith-s 
eat tou jours fini. 

Ce dernier theoreme est un cas paitieuhei dune proposition plus 
generale; „Si, pour t =2 les /eios eommuns aux JT-f" 1 fomtions 
Pj du systeme (1) ferment un ensemble eontinu E^ d, une dimen ion 
le point eourant sur i^ est un nadir Tappelle dailleuis sulfate 
toute variete a deux dimensions dans 1 espace .Ev 

Je signalerai en termmant 1 existence ditineiaires qui ne fouinis 
sent aucnn point-limite £ de | ^ ici un exemple t)e=i simple de cette 
circonstance. 

Supposons, pour r ^= 2, que les Pj soient des polynomes et que 
les 2V" -(- 1 surfaces (an sens ordinaire du mot) algebriques P,- = 
aient une courbe eonunuue C, issue du pflle to. Si I'itineraire S? coin- 
cide avec G, | ne tend vers aucune limite. 

Pour plus de details, on pent consulter mes autres publications sur 
la matiere: Comptes Rendus (11 Nov., 9 et 30 Dee. 1895); E«ndiconti du 
Cerele Mathematique de Palermo (1896); Acta Mathematica (1897). 
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L'unification des concepts dans les mathematiques. 



3 Galdeako a Saragoss 



Ainsi que le 17™" siecle peut etre considere comme une periode 
de creation pour la Mathematiquej notre sifeele sera sans doute Tepoque 
de la system atisati on des eoneepta de eette science. 

La theorie des quantites imaginaires entra dans le domaine fecond 
des applications a la theorie des fonetions, quand Cauciiy, d'apr&a 
I'interpretation geometrique due a Argand et Baee, publia son memoire 
Sur les quantites geometriques, et quand Riemann aignala lea 
nouvetles allures qu'a suivies I'ecole allemande. 

D'un autre cote I'Algebre s'avance appuyee sur la theorie des 
substitutions sous les puissants efforts de Lagrange, Abel et Galois. 

De mBme les fonetions eUiptiques, la theorie des norabres, I'Algebre 
de la logique, la tfeometrie dans I'ecole de Monge sous I'influence des 
Carnot, Poncelet, Chaslea et Staudt et les theories creees par Bellavitis, 
Hamilton et Grassmann, fondateurs de la geometrie vectorielle, sont 
des branches appartenant h la premiere moitie du 19™° siecle. 

L'evenement inaugure par Lobatschewsky et poursuivi par Riemann, 
qui a mis les geometriea non-euclidiennes en face de reuclidienne 
et qui a conduit a la nouyeUe doctrine de I'hyper-espace, avec le 
travail d'unification du a M. Sophus Lie, sous le fecond concept des 
groupes de substitutions, arrive Jusqu'a la consideration des families 
des mouvements non-euclidiens dans une variete a n dimensions. 

Nous pouiTons suivre ce travail d'unification dans lea ouvragea 
publics, ainsi que dans les precedes de notre intelligence, et nous verrons 
que la Mathematique agit dans ses proeedes par une suite de projections. 

La categorie de la raison nommee quantite s'est projetee dans 
ses varietes, earaeterisant, par la predominance de chacune, les diverses 
branches de cette science. 
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line premiere projection produit lea jugements de subordination, 
Bupraordination, egalite, qui donneiit le developpemeot de I'Algebre 
de la logique, inceBsainment accrue des Boole jusqu'a Schroeder. 

La combinatoire, developpee dans la theorie des substitutions, 
predomine ausai dans les modernes traitea de la theorie des nombres 
et de I'Algebre ordinaire ainsi que dans celle des formes. 

L'Arithmetique, des I'unification produite par I'algorithme de ia 
congruence, compte les travaux de DedeMnd, fondes sur le concept de 
corps flni du degre n, outre sa doctrine des ideaux, modification de celle 
de Kummei- sur les nombres ideaux, les ecrits de M. Cantor fondes 
sur le concept de puissance ou nombre cardinal d'un ensemble, et la 
relation univoque entre les elements correspondants de deux ensembles, 
c'est-a-dire I'image ou projection (Abbildung) (p{s), selon M. Dede- 
kind d'un element s, tout ce qui est developpe dana les interessante 
ouvrages de MM. Dini et Tannery sur les fonctions et de M. Betazzi 
sur les grandeurs (grandezze), qui ont donne un nouvel elan a la 
theorie des nombres irrationnels, dont MM. Ilermite et Lindemaun ont 
place le dernier etage dana les nombres transcendants. 

Sous c«s vuca aont aussi ecrits des ouvrages tels que Lehr- 
bucli der Arithmetik und Algebra de M. Scbrffider et Elemente 
der Arithmetik und Algebra de M. Fr. Meyer (Halle). 

Nous avons deja dit que I'Algebre est fondee sur la theorie com- 
binatoire des substitutions, et dans les ouvrages de L^range, Abel et 
Galois nous trouvons la correspondanee continuelle des fonctions qui 
ont une certaine relation avec les veritables inconnues des. equations 
et les groupes des substitutions, 

Mais une nouvelle branehe s'entrelace avec eelle-ei, celle qu'on 
a appelee I'Algebre des formes, earaeterisee par le concept d'in- 



La liaison de oette branehe avec toutes les branches mathe- 
matiques est neceasaire au moment oii nous voyons que la propriete 
d'invariance de certaines fonctions a lieu, lorsqu'on a fait des trans- 
formations lineaires entre lea variables. 

Pour abreger, nous dirons que la nouvelle Algebre a fourni a la 
Geometrie analytique des prineipes qui lui manquaient, moyennant 
les theories des invariants et des covariants. 

Nous voyona originairement ces developpements dana les exeellents 
traitea de MM. Salmon' et Clebsch, et plus encore dans les cinquifeme 
et SLxieme memoiresUpon Quantics deCayley, oil Ton fait la traduction 
des relations anharmoniques, d'homographie et d'involution dans le 
i de I'Algebre des formes, et o^ i'on etablit la Geometric metrique 
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projecbive rapportee k I'Absolu, apres avoir rapporte les Geometries a 
une et a deux dimensions aux formes quadriques binaires et temaires. 

Poursuivant remuneration des analogies qui conduisent a I'uni- 
fication des concepts, nous trouvons que les propiietes restant inyanantes 
pour une classe quelconque de tianiformations, dependent du caractere 
du groupe de celles-ci, e'est-a-diie, de lensemble des transformations, 
qui Be reproduisent, moyennant une queleonque de ses combinaisons, 
ce que nous avons vu dans d'autie'i blanches 

Les transformations des toimes les unes dans les auties, ou le 
problems de I'equivalence, etendu aus^i aux faisceaux de formes, la 
representation de ceux-ci a I'aide d'un ensemble de faisceaux elemen 
taires, la transformation d'une tonne en elle meme, la leduction des 
formes a la forme type, sont des questions qui montient eombien 
contribue a I'unification de la science le concept de groupe de substitutions. 

Le probleme de la transformation des formes lie avec I'egalite de 
certains invariants et covariants conduit a une correspondance entre 
les groupes finis et les formes et les mouvements dans I'espace, con- 
siderations qui ont conduit M. Klein a etablir une theorie generale de 
I'equation du cinquieme degre dans ses Vorlesungen Uber das 
Ikosaeder und die Auflosung der Gleicbungen fiinften Grades. 

La recherche d'un domaine fini pour I'ensemble des formes de- 
duites des operations invariantes de eertaines formes, la determination 
du systeme de formes fondamentales, questions mises en lumiere par 
M. Gordan, et les syntheses faites par MM. Salmon, Serret et Weber 
dans leurs notables traites temoignent eombien s'est avaneee cette 
branehe de I'Analyse. 

Dans la Geometric nous voyons comment la transformation des 
figures a I'aide des projections, faite par Monge, est suivie de la 
tentative de Camot, pour etablir des correlations entre les figures, et 
des travaux de Poncelet sur le principe de continuite, confirme par 
sa doctrine des cordes supplementaires et des cordes id^ales, et sur 
les elements a I'infini qu'U introduit par la methode de projections. 

La thiorie de la polarite germe de celles de la dualite et de la 
correlation, employees par Gergonne, Steiner et Chasles. L'uniflcation 
qu'introduit ce dernier geometre sous le concept du rapport anharmonique 
qui lia la Geometric moderne avec la doctrine des porismes d'Euclide; 
la geometrie de situation exposfe par Staudt independamment des 
considerations metriques et uniflee par I'introduction des elements im- 
propres et les deux procedes de la projection et de la' section; I'applica- 
tion de I'im^naire faite par Pliicker dans la definition des foyers, et 
I'elargiBsement de la Geometrie par le nouveau concept des complexes; 
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le concept des droites isotropes dont M. Laguerre a fait des indi- 
cations interesa antes: tout cela raontre combien cea representations 
ont foumi a la G^om^trie des moyens d'unification et de simplieite 
dans ses pro cedes et dans son ensemble. 

Un autre ordre d'idees est celui qn'ont importe Caucby et 
Riemann par la correapondance entre les fonctions et les points d'un 
plan, le premier considerant deux points dont les afixes aont la variable 
et une fonction de celle-ci et le deuxieme sa surface, celebre par ses 
continueUea applications a I'etude des fonctions, et a cette correspondance 
nous aurons a ajouter celle de M. Cremona qui conduit a la surface 
homoloide ou representable point par point dans un plan, aus relations 
unideterminatives qui changent une courbe dans une autre, et nous 
citerons encore I'important theoreme etabli par Riemann de la con- 
servation du genre d'une courbe dans toutes les transformations uni- 
determinatives. 

Comme resume de ces considerations sur I'adjoncfcion de I'imaginaire 
et de I'infini ainsi que sur I'idee de correspondance, nous pourrons placer 
a c6t^ de A sixth Memoir upon Quantic de Cayley, qui etabHt la 
projectivite de la Geometrie metrique a I'aide de I'adjonction de I'absolu, 
le memoire de M. Klein: Vergleichende Betrachtungen fiber 
nenere geometrisehe Forschungen et les travaux de M. Lie 
exposes dans ses recentea publications. 

Nous ajouterons que cette unification donnee a la Geometrie dans 
ses branches superieures peut s'introduire dans la branehe elementaire 
au benefice de I'enseignement, parce que Tadmission du postulat permet 
d'introduire une correspondance univoque qui facilitera les demonstrations. 
Les elements pourront de meme se completer par les nouveaus deve- 
loppements de la Geometrie r^cente ou du triangle, continuant I'initiative 
de M. Casey dans son intereasant ouvrage: A sequel to Euclid. 

Aux travaux de Lobatsciiewsky, Bolyai, Riemann, HelTulioltz qui 
ont fond^ la pangeometrie nous aurons a ajouter ceus des MM. Beltrami, 
Friaehauf, Tilly, Flye St. Marie, Killing, Gerard, Neuberg, Klein qui ont 
conduit a la classification, due a ce dernier geometre, des geometries 
parabolique, hyperbolique efc elliptique. 

Nous citerons encore le memoire de Riemann: Uber die Hypo- 
tiiesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen qui souleva la 
question des dimensions de I'espace et elar^it le champ de la Geometrie 
et de I'Analyae avec la generalisation qui porta la Geometrie a n di- 
mensions dont la litterature eat aujonrd'bui si riche; nous rappelons les 
travaux de M. ScMegel sur les polyedres quadridimensionela, I'ouvrage 
} de M. Killing, le traite sur I'Analyse situs de M. Poincare, 
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les interessantes connexions etablies par M. Picard dans ses traites sur 
lea Fonetions algebriques et sur I'Analyse, ce dernier en rapport avec 
les tteories de Galois, et s'approehant aux investigations de M. Lie. 

Nous terminerons en rappelant les trea importanta reeueils: Bul- 
letin des Sciences mathematiqueSj Jahrbueh (iber die Fort- 
sehritte der Mathematik, Synopsis der hoheren Matliematik de 
M. Johann Gf. Hagen, les m^moires presentes au Congres de Cbicago 
et publies par la Soeiete americaine des mathematieiens et suTtout, 
i'ouvrage international poursuivi par la Comnaisaion du Repertoire 
bibliographique des Sciences matbematiques dont le but est I'unification 
de la science matheniatique qui jaillira de la claaaiflcation dea travaux 
pubHes pendant ce siecle. 
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Einige neue Eigenschaften des quadratischen Strahlenkomplexes. 

Von 
Th. Reye in Strafsbnrg. 

Die allgemeinen quadratischen StrahlenkompleKe, meine Herren, 
habeii Tor20— 30 Jabren eine Reilie hervorra^ender Mathematiker lebhaft 
beschaftigt. Den Anstofs zu ihreni Studium gab bekaniitlich seit 1865 
Julius Plucker durcb aeine Linien- oder StraUenkoordinafcen. PlOeker 
selbst liat in seinem nacligelaBsenen "Werke, das 1868/69 von Herm 
F. Kiein herausgegeben wurde, auTser den schon durch Moebius be- 
kaiinten linearen die quadratisclien Komplexe untersucht und insbesoii- 
dere die in ihnen enthaltenen Komplexflaclien Yierten Grades eingehend 
erortert. Aber sebon war ikm Battaglini zuTorgekommen, welcher, 
angeregfc durch Pliicker, 1866 Untersuchungen Tiber einen seiir all- 
gemeinen Komples aweiten Grades, den sog. hannonisehen, veroffent- 
lichte. Im Jatre 1868 erschien dann die wicMige Inaugural-Dissertation 
des Herm Klein, worin die Gleichung des allgemeinen quadratischen 
Komplexes auf eine sebr einfache kanonische Form ziiriickgefiihrt 
wurde. HierauB ergaben sicli ohne weiteres die sechs linearen Fimda^ 
mental-Komplese Klein's, nach denen der quadratiscbe Komplex zu 
sick selbst reciprok-polar ist. 

Von 1869 bis 1872 folgten mehrere einschlagige Abhandlungen 
der Herren Klein und Lie; u. a. entdeckten die beiden Forscher ge- 
nieinsciiaftlich, dafs die asymptotischen oder Haupttangenten-Kurven 
der Kummer'schen Flaciie vierten Grades, die als Singularitatenflacke 
in der Theorie des quadratiseben Komplexes eine wicktige Eolle spielt, 
algebraisebe Baumkurven 16. Ordnung sind. 1873/74 lehrte vuis Herr 
Weiler nickt weniger als 49 versckiedene Gattungen quadratiscker 
Komplexe unterscheiden. Caporali zeigte 1878, wie der quadratiseke 
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Komples eindeutig auf den Punktraum abgebildet werdeii kann, und 
Herr Frdr. Sehur macbte 1879 den Komplex durch eine projektive 
Erzeugung der synthetiselien Gfeometrie zuganglieh uHd wiea oo* Flachen 
zweiten Grades nacb, die je eine Sehar von Komplexstrahlen enthalten. 

Leider gestattet die kurz bemesaene Zeit mir nicbt, die zabireichen 
wicMigen Arbeiten noch hervorzuheben, die von anderen Autoren liber 
die quadratischen Komplexe veroffentlicJit -worden sind. Diese Strahlen- 
komplexe sind so eingebend und von so TerBcbiedenen Seiten unter- 
sucht worden, dafs man ■wolil an der Ansicht gelangen kann, alle ihre 
wiebtigeren Eigenscliaften seien nunmehr bekannt, das Thema sei vollig 
erschopft. Ancb ist es ja von ihnen in den niathematiscben Zeit- 
scbriften aeit mebr ala 10 Jahren aul'fallend still gewordea. 

Und dennocb Lalte ich jene AnsicM fur unricbtig, gltiube vielmebr, 
dafs binsiciitlicli des quadratischen Komplexes noeb gar manehes zu 
entdeeken abrig bleibfc. So war una bisher von invarianten und son- 
stigen Beziebungen des Komplexes zu algebraiseben Flacben, insbeson- 
dere zu Flaehen zweiten Grades, so gut wie nichts bekannt, abgeseben 
von den oo* Flachen dea Herrn Schur. Nocii anffalliger war mir bei 
dem Studium des letzten, von dieaem Komplexe handelnden Bandes von 
R. Sturm's „Liniengeometrie" die Wabmehmung, dafs in der Litteratnr 
die Tetraeder, deren Kanten aus je secbs StraMen des quadratiscben 
Komplexes bestchen, bisher ganz unbeachtet geblieben sind. Soleher 
„Komplextetraeder" giebt es, wie leieht einzusehen, aechsfach miendlich 
viele. Ein beliebiger Punkt ist Eckpunkt von oo^ Komplextetraedem; 
in diesen liegen ihm die BerUhrungsebenen einer F^ebe aweiten Grades 
gegeniiber, und zwar jede der Ebenen in oo^ Tetraedem, deren librige 
Eckpnnkte auf einem Eegelschnitte liegen. Eine beliebige Ebene ist 
Seitenflacbe von oo^ Komplextetraedem, in denen ibr die Punkte einer 
Flache zweiter Ordnung, jeder Pnnkt in oo^ Tetraedem, gegeniiber- 
liegen. Ein beliebiger Komplexstrabl ist Kante von oo^ Komplex- 
tetraedem; in diesen liegen ihm die Strahlen einer Kongruenz zweiter 
Ordnung und zweiter Klasse gegenflber, nnd zwar jeder Strahl in 
oo' Tetraedem, deren iibrige Kanten auf einer llache vierten Grades 
liegen. Icb komrae auf die Komplextetraeder hemaeh noeb einmal 
zuriick. 

In einer meiner analytisch-geometriscben Publikaiionen v. J. 1876 
(in Crelle's Journal 82 S. 192) ei^ab aich beilanfig eio merkwiirdiger 
Zusammenhang des quadratiscben Strablenkdmplexes mit gewissen 
quadratisehen Mannigfaltigkeiten von oo** Flachen zweiten Grades. Auf 
diese Flachen, die mlt dem Komplexe kovariant sind, und auf die zu- 
gehorigen Eigenschafl^en des quadratiscben Komplexes moohte ich Ihre 
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Aufmerksamkeit zu lenken mir erlauben. Boch sciiieke ich der leieh- 
teren Verstandigung halber einige Bemerkungen fiber apolare Flachen 
zweiteii Grades voraus. 

. Hat eine veranderliche Ebene ^ in homogenen Punktkoordinaten 
^ir ^3) ^8j ^4 ^^^ Gleiebung; 

so koimen wir eine Flache ^^ zweiter Klasse und eine Flache F^ 
zweiter Ordnung darstellen durch: 

«iJ/ + 2%,IJ, + . - . -f- 2aa,k, + ««^4' - 
und 

«n^i^ + ^ctti^A -\ h ^Ka^iCaa;^ + K„i^/ = 0. 

Diese beiden Flachen aber nenne ich apolar zu einander und sage, die 
Flacke F^ zweiter Ordnung stiitzt oder tragt die Flaebe <i>^ zweiter 
Klasse, und 0^ mbt oder statzt sick auf F^, wenn die Koeffizienten 
ihrer Gleiebungen der bilinearen Gleichung: 

«ii«n + 2ai2«i2 H h 2a3^«3^ + a««„ = 

geniigen (vgl. Crelle 82, S. 1 und 64). 

Zu einer Flache F^ oder (J)^ zweiten Grades sind demnach 
oo* Flaehen (H^ resp. F^ apolar, die eine lineare Mannigfaltigkeit bilden. 
Ein i^^-Biisehel enthalt nur eine Flache, die zu einer gegehenen <P^ 
apolar ist, falls nicht alle seine Flachen diese ft* stUtzen. 1st ein 
i^^-Biisohel projektiv zu einer 0^-Sehar, so enthalt er i. a. zwei 
Flachen F^, die ihre homologen Flachen <P^ stutzen. Eine Flache F^ 
tragt jeden zweifaehen Punkt, der auf ihr liegt, und jedes Punktepaar, 
dessen Punkte konjugiert sind beziiglieh der F^-, eine Flache <t>^ aber 
stiitzt sich auf jede sie beriihrende zweifaehe Ebene und auf jedes 
Ebenenpaar, dessen Ebenen nach 4>^ konjugiert sind. Dieses allea 
folgt leieht aus der bilinearen Bedingungsgleichung. 

Jede F^che F^ zweiter Ordnung, die einem Poltetraeder (tetraedre 
conjugue) einer Flache <1>^ zweiter Klasse umgeschrieben ist, stutzt diese 
^^ (Tgl. Crelle 78, S. 345), und jede 0^, die einem Poltetraeder einer 
F^ eingeschrieben ist, ruht auf F^. Finer F^ aber, die eine 0^ stutzt, 
konnen dreifach unendlich viele Poltetraeder von 0' eingeschrieben, 
und der 0* konnen zugleich oo* Poltetraeder von F^ umgeschrieben 
werden. Ist 0^ eine Kurve zweiter Klasse, so konnen den zu ihr 
apolaren Machen F^ je co^ Poldreiecke der Kurve eingeschrieben 
werden, und die Kurve stutzt sich auf die in ihrer Ebene liegenden 
Schnittkurven dieser F^. Ist F^ ein Kegel zweiter Ordnung, so konnen 
den zu F^ apolaren 0^ je oo^ Poldreikante des Kegels umgeschrieben 



y Google 



B, Vortriige der Sektionssitzungen. 285 

■werden, und der Kegel ist zu den mit ihm konzentrischen Tangenten- 
kegeln dieser 0^ apolar. 

Diese Satze nun koniien wir auf die oo^ Kegel zweiter Ordnung 
und die oo" Kuryen zweiter Klasse anwenden, die in einem quadrati- 
sclien Komplese enthalten sind. Der Komples braucht nieht der all- 
gemeine zweiten Grades zu sein; er kann vielmehr einzelne und sogar 
unendlieh viele Doppelatrahlen haben und in einem sehr spezieilen 
Falle aus den Taagenten einea EUipsoidea, ParaboloideB oder Hyper- 
boloidea bestehen. Wir aetzen nur voraus, dafs die Kegel des Kom- 
pleses nicht aUe eine Flaehe 0^ zweiter Klasse stiitzen iind insbesondere 
nieht alle dureb einen Punkt gehen, und dafs seine ebenen Komplex- 
kurven nicbfc alle auf einer Fiache F^ zweiter Ordnung rulien und 
insbeaondere nicht eine und dieaelbe Ebene beriibren. Dann gelten 
fiir den quadratisehen Komplex u. a. folgende Satze: 

Die Mittelpunkte der Komplexkegelj die eine gegebene F^che <t)^ 
zweiter Klasse stiitzen, d. h. Polteti'aedem von <t>* umgeschrieben sind, 
iiegen auf einer Flacbe F^ zweiter Ordnung. Und umgekehrt: Die 
Komplexkegel, deren Mittelpunkte auf einer beliebigen F^ Iiegen, 
stiitzen eine (0^. Von den auf F^ liegenden oo' ainguiaren Puukteu 
zerfallen die Komplexkegel in je zwei Ebenen, die konjugiert aiud in 
bezug auf <i>^. Wenn die Fiache F^ einen Flacbenbuschel besehreibfc, 
so beschreibt die entsprecbende Fiache d>^ eine Flachenschar; diese 
Scbar aber ist zu dem Flachenbiischel projektiv und enthalt deshalb 
i. a. zwei Flachen ti)^, die auf ihren entspreehenden Flaehen F^ mben, 
d. h. Poltetraedern der entspreehenden jf ^ eingeschrieben sind. iJber- 
haupt giebt es demnach ao^ Flaehen F^, die ihre entspreehenden 
Flachen (p^ stiitzen, und zwar bilden sie ein „i^^- System", die oo^ ent- 
spreehenden ii>^ aber ein jjtp^-Gewebe" zweiten Grades. Dieses quadra- 
tiache <t^-Gewebe achter Stufe enthalt alle oo^ zweifachen Punkte des 
Baumes und die oo^ Punktepaare, die auf je einem Strable dea Kom- 
plexes Iiegen; das quadratisehe J^^-Systera achter Stufe aber entMlt u. a. 
alle Kegel des Kompleses. 

Die oo^ Flachen des quadratischen (JJ^-Gewebes stehen zu dem 
quadratischen Komplexe in der invarianten Beziehung, dafs unter ihren 
Poltetraedern je oo^ Komplesfcetraeder vorkommen, also solche, deren 
Kanten aus Komplexstrahlen bestehen. Den oo^ Flachen des quadra- 
tischen F^-Systeraes aber konnen je oo^ Kcmplextetraeder eingeschrieben 
werden. Das quadratisehe "t^-Gewebe enthalt alle die oo' Flachen 
zweiter Klasse, die ein beliebiges der oo^ Komplestetraeder zum Pol- 
tetraeder haben. 

Eine beliebige Fiache F^ zweiter Ordnung ist beziigiieh dea 
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quadratisehen F^-Systemes oo* Euideren Flachen F-^ konjugiert, d. h. 
sie ist Ton ilinen harmonisch getrennt durch je zwei Flachen des 
Systemes, die mit ihr in einem i*'^-Baseliel liegen. Ebenso ist eine 
beliebige Flache 4>* zweiter Klasae co^ anderen (j)^^, die eine lineare 
Mannigfaltigteit bilden, konjugiert "beziiglicli des quadratisehen (t)^-Ge- 
wehes. Sind nun F^ nnd (t>* zwei homologe, durch den quadratisehen 
Komplex einander zugewiesene Flachen, so stiitzt F^ alle diese F^chen 
<l3j^, die der (t>^ konjugiert aind beziiglieh des quadratisehen ft^-Gewehes, 
und zngleich ruht 0^ auf alien den tx;* Flachen F^^, die der 7^^ kon- 
jugiert aind hezuglieh des quadratisehen i*'^-Systeme8. leh nenne F^ 
die Polare yon ct)^ hezuglieh des (t*-Gewebes, und 0^ die Polare von 
F^ beziiglieh des quadratisehen F^-Systemes. Von zwei beziiglieh des 
Systemes konjugierten Flachen F\ F^ stiitzt also jede die Polare der 
anderen; ihre Polaren (t>*, (J>i* aber sind beziiglieh des quadratisehen 
dJ^-Gewebes konjugiert, und jede von ihnen ruht auf der Polare der 
anderen beziiglieh des Gewebes. Sieh selbst konjugiert sind niu- die 
OD^ Flaehen des quadratisehen F^-Systemes bezw. ^^-Gewebes, und nur 
diese Flaehen sind zu ihren entsprechenden apolar. Jede der beiden 
Flachenmannigfaltigbeiten bestimmt die andere und zugleich den qua- 
dratisehen Strahlenkomplex. 

Um nun diese Eigensehaften des quadratisehen Komplexes zu be- 
griinden, gehen wir aus von folgenden, a. a. 0. (CreUe 82, S. 193) 
bewiesenen Satzen: 

Durch den quadratisehen Strahlenkomplex ist ein guadraUsckes 
<\>^-Gewd>e achter Siufe nebst dem mgelmigen quadratisehen 
F^-System achter Siufe bestimmt. Das fp^-Gewebe enthalt oMe 
simfachen Funkte des Baumes und alle mif je ewem Komplex- 
strahle liegmden Punktepaare, das F^-System dber ettthaU u. a. 
alle Kegel des Komplexes. Jeder Komplexkegd ist die Polare 
seines Mitielpunktes bemglich des <t>^-Gewebes.*) 



*) Das quadratische ^'-Gewebe hat die Gleichung: 




(1) ^f^a,;™ '' *"' = '^' (», ft, i, m -= 1, 3, 8, i), 




wenn der quadratische, Strahlenkomplex und eine beliebige Flache 0' 
Klasse dargestellt werden duroli: 


K we iter 


und 

(3) ^O'lMi = <>■ 




Hierin bezeichnen a-.^a.. und C,, , — C, .. = — G,. . Kocstaate. 
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Wenn also eiue F15,clie ii>^ zweiter Klaase sich auf einen zwei- 
faehen Punkt reduziert, so geht ibre Polare F^ beziiglich des quadra- 
tisehen <1>^-Gewebes fiber in den Komplexkegel dieses Pnoktes. Mit 
anderen Worten: Der zweifaehe Punkt ist alien auf seinem Komple-s- 
kegel nihenden Flacben 0^^ zweiter Klaase koujugiert beziiglich des 
<t'^-Gewebes, nnd durcb ihn geben alle Polaren F-^^ dieser Flacben cti^^. 
Die Polare F^ einer beliebigen <t)^ beziiglich des Geweb^ enthalt 
demnach die Mittelpuiikte aller Komplexkegel, auf denen 0^ rubt, d. b. 
denen Poltetraeder vod 0^ eingesebrieben werden konnen. Von dieser 
F^ aber ist O^ die Polare beziiglich dea quadratisehen ^^-Systemes 
(Crelle 82, S. 184); und wenn <I>^ eine FMcbenscbar beschreibt, so be- 
sehreibt F^ einen Placbenbiiscbel, der zu der 8 char projektiv ist 
(Crelle 82, S, 178). Die von uns aufgestellten Eigenscbaften des 
quadratiscben Komplexes sind damit bewiesen bis auf seine invarianten 
Beziehungen zu den ao^ Flacben des i^'^-Systemes und des cp^-Gewebesj 
anf die ich uoch zuriickkommen werde. 

Lassen Sie micb zuimcbst die nabeliegende Frage beantwortem 
Wie tonstruiert man mit Ililfe des quadratiscben Komplexes zu einer 
beliebigen Flacbc <i>'-' zweiter Klasse die entsprechende Flache F^ 
zweiter Ordnung? 

Die Kegel des quadratisehen Komplexes, beziiglich deren zwei 
beliebige Punkte P, Q konjugiert sind, sfciitzen das Punktepaar P, Q, 
und ibre Mittelpnnkte liegen demnach auf einer durcb F and Q gehen- 
den Flache zweiter Ordnung F^, wie sehon Battaglini gefunden hat. 
Diese Polare F^ des Punktepaares aber entbalt die biquadratisehen 
Scbnittlinien von je zwei Kompleskegeln, deren Mittelpnnkte auf der 
Gferaden PQ liegen und dureb P und Q barmoniseh getrennt sind; 
denn die Komplexkegel der Punkte dieser Schnittbaien trennen P 



Die Fiacte 4= zermilt in awei Puukte a;, y, wenn: 
(4) 2a,^ = x,y^ + ^.y, (i, fc = 1, 2, 3, i) 

ist; durcli die Substitution (4) aber geht (1) in (2) iiber, und das it^-Gewelje ent- 
halt demnach alle auf je einem Eomplexstrahle liegenden Punktepaare und ine- 
besondete alle zweifachen Punkte. Bezfiglich dee Gewebes (1) sind zwei FlScheii 
zweiter Klasse konjugiert, wenn ihre Koordinaten a^^ und b-j^ der Gleichung: 



(5) 



^2"^ 



geniigen, Eeduzieten sich die beiden Fliichen auf aweifeche Punkte x, y, so wird 
0;j, =^ XfXi^ und 6;j, = yflf^; die Gleichung (5) aber geht dann in (2) iiber, und 
die Polare dos zweifacben Punktes a; failt folglioh mit dessen Komplexkegel zu- 
sammen. Damit sind die obigen S&tze nochraals bewiesen. 
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von Q harmonisch. tJberhaupt achneiden aieh solche Komplexkegel, 
deren Mittelpuakte in einer geraden Involution einander zugeordnet 
sind, paarweise in Linien, deren Ort eine F^ isfc, mogen nun die 
Doppelpunkte P, Q der Involution reell oder imagiimr sein. Damit 
iat Ton der Polare F^ eines Punktepaares P, Q eine Konstruktion 



Wenn das Punktepaar P, Q auf einem Komplexstrahle liegt, so 
geht SL'iae Pnlare F^ durch diesen Strahl, tragt also das Paar und ist 
in dem quadratiaehen .f^-System acbter Stufe enthalten; dean in diesem 
Falle lieatehen jene auf ihr liegenden biquadratischen Linien ana dem 
Strahle PQ \iiid je einer kubisehen Raumkurve. Dafa das quadratische 
<t)^-Gewebe achter Stufe jedes auf einem Komplexstrahle liegende Punkte- 
paar euthaltj folgt liieraus wicderum. Ist PQ ein aingularer Komplex- 
atrahl, so ist F^ ein Kegel des i^'^-Systemes; denn alsdann beriihreii 
die durch PQ gehenden Kompleskegel sich und die zugehorige singu- 
lare Ebene langs PQ, jene biquadratischen SchnittKnien zerfallen in 
die zweifache Gerade PQ und je einen Kegelsctnitt, und ihr geome- 
fcriseher Ort F^ beriihrt die singulare Ebene langs PQ. Das quadra- 
tisebe F^-System entbalt demnaeh einen Bundel von oo^ Kegeln, die 
sich langs PQ beruhren, und unter ihnen oo^ Ebenenpaare, die aus 
der singularen und je einer Ebene einer gewissen Geraden beatehen. 

Ist (t^ eine beliebige Kurve zweiter Klasse, so liegen auf ihrer 
Polare F" die Mittelpunkte aller Komplexkegel, denen Poldreieeke der 
Kurve eingesckrieben werden konnen. Inabeaondere liegen also auf F^ 
die aeht Schnittpimkte von je drei Komplexkegeln, deren Mittelpunkte 
ein Poldreieck von 0^ hUden. Wenn die drei nach <t>* konjugierten 
Mittelpunkte oder wenn zwei von ihnen ihre Lage andem, so be- 
schreiben die Sehnittpunkte der drei Komplexkegel die Flaehe F^ bezw. 
eine biquadratische Eaumkurve auf F^. Eine Konstraktiou dieser 
Polare F^ ist dandt gegeben.*) 

Die Flaehe F^ entlmlt die Sehnittpunkte von je zwei Komplex- 
strahlen, die hezflglieh der Kurve (D^ konjugiert sind. Sie ist somit 
einem Poldreieck von (JJ^ umgeschrieben, wenn dessen drei Seiten aus 
Komplexstrahlen bestehen. In dieaem FaUe also atiitzt F^ die Kurve 
■t>^ und ist in dem quadratischen i^^-System achter Stufe enthalten; 
<t)^ aber wird eine singulare Fhiche des quadratiaehen 0^-Gewebes. Zu- 
gleieh stiitzt der Kegelschnitt <t>^ die Komplexkurve seiner Ebene, weil 



*) Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Kompleskege! liegen, beil^uflg be- 
merkt, auf einer Flacke zweiter Ordiiung, iiilmlich auf der Polare des imendlicli 
fernen imaginilren Kugelkreises. 
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dieser Kurye eines seiner Poldreieeke umgescbrieben ist, und weil ihm 
daher Poldreieeke der Komplexkurve eingeschrieben werden konnen.*) 
Das quadratisclie (p^-Gewebe achter Sfciife entlmlt also jeden Kegel- 
schnitt, der irgend eine Komplexkurve stfitzt, d. h. einem Poldreieck 
der Kompleskurve umgeachrieben ist; und jede nicbt zerfallende Kurve 
dea Gewebes sfcatzt die in ihrer Ebene liegende Komplexkurve. Damit 
sind die oo' singularen Flacben dea quadratiscben t&^-Gewebes bestimmt, 
in jeder Ebene oo*. 

Ist f^^ eine Komplexkurve , so liegt sie auf ihrer Polare F^, weil 
die Komplexkegel ihrer Punkte dureb je eine ihrer Tangenten gehen 
und die Kurve stiitzen. Von den oo' Komplexkurven sind iiur die oo* 
zerfallenden in dem quadratiscben (|>^-Gewebe entbalten; ibre Polareu 
sind Kegel des quadratiscben i^^-Systemes. 

Die Polare einer beliebigen Flache tt^ zweiter Klasse gebt durch 
jeden Sebnittpunkt von vier Komplexkegeln, deren Mittelpunkte A, B, 
C, D ein Poltetraeder von <]>^ bilden; denn der Komplexkegel eines 
solcben Schnittpunktes ist dem Poltetraeder umgescbrieben, stiitzt also 
die F^ebe ^^. AUerdings haben vier Komplexkegel i. a. keinen Punkt 
gemein; aber wir konnen das Poltetraeder ABCD von <i>^ so ver- 
andem, dafs ihm ein Komplexkegel umgescbrieben werden kann. Wir 
lassen die nach 0^ konjugierten Eckpunkte A, B auf einer Geraden g^, 
die Eekpimkte B^ T> aber auf deren Polare g^ je eine Involution kon- 
jugierter Punkte beschreiben. Daoin besehreibt die Schnifctlinie der 
Komplexkegel von A und B (resp. von G und B), wie vorbin be- 
wiesen wurde, eine Plaebe F^ (resp. F^) zweiter Ordnung, namlich 
die Polare des Punktepaares, welebes die Gerade g^ (resp. g^ mit <ti* 
gemein bat. Die Schnittpunkte von F^ und F^^ aber sind die Mittel- 
punkte von Komplexkegeln, denen je ein Poltetraeder ABCB von <t>^ 
mit den Gegenkanten g^, g^ eingescbrieben ist. Folglich scbneiden sicb 
die Polaren der Punktepaare, welche ii^end zwei naeb <I>* polare Gerade 
mit der Flaehe 4*^ gemein haben^ auf der Polare F^ von 0^. Eine 
Konstruktion der Polare einer beliebigen Flaehe zweiter Klasae ist 
damit gegeben. 

Ist A der Pol einer Ebene a in bezug auf 0^, so sebneiden sich 
der Komplexkegel von A und die Polare des in a liegenden Kegel- 
schnittes von <t>^ in einer biquadratiseben Raumkurve, die gleiebfalls 
auf der Polare von O* liegt. Der Beweis ist dem eben gefiihrten analog. 

Wenn eine Flaehe <P^ zweiter Klasse irgend ein Komplextetraeder 
zum Poltetraeder hat., so ist sie in dem quadratiscben (t^-Gewebe, und 



') Vgl. Keye, Gcometrie der Lage, 3. Aui. I, S. 22S; 4. Aui. I, Atthang. 
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ihre Pol&re F^ isfc in dem quadratischen F^-System achter Stufe ent- 
halten; denn ihre Polare ist dem Poltetraeder umgeaehrieben, weil die 
Komplexkegel der vier Eckpunkte es sind, und sie stiitzt demnacli die 
Flache $^. Das quadratische tf^-Gfewebe enfcMlt also die lineare Mannig- 
faltigkeit der co^ I'laehen zweiter Klaase, die ein beliebiges Komplex- 
tetraeder zmn Poltetraeder haben, darunter dessen vier Eckpuntfce. 
Das quadratisebe ^^-System aber enthalt die tx)' dem Komplextetraeder 
umgesciiriebenen Poiaren dieser tf ^, und diese Polaren bilden ein i^^-Ge- 
busch, Welches die Komplexkegel der vier Eckpunkte enthalt und durch 
sie linear bestimmt ist. 

Nun giebt es ja oo^ Komplestetraeder, und diese siod Poltetraeder 
von je oo^ Plachen zweiter Klasse, die alle in dem quadratiachen 
<ti^-Gewebe enthalten sind. Weil aber das Gewebe nicht aus oo*, son- 
dem nur au3 <x>^ Plachen besteht, so erhalien wir jede seiner llaehen 
oo^-mal mittelst der Komplextetraeder. Die Flachen des qnadratischen 
<i>*-Gewebe3 haben demnaeh je oo' Komplestetraeder zu Poltetraedem, 
und die Flachen des qnadratischen F^-Systemes sind je oo^ Komplex- 
tetraedem umgesehrieben. Damit sind aueh die invarianten Beziehungen 
des quadratiachenKomplexeszu diesenoo^Flachen zweiten Grades bewiesen. 

Ibnen, meine Herren, wird ohne weiteres einleuchten, daSs der 
quadratische Komplex auTser den nunmehr bewiesenen aueh die reci- 
proken Eigenschaften besitzt, Es gelten also fur ihn aueh die folgen- 
den Satze: 

Die Ebenen solcher Komplexkurven, die auf einer beliebig ge- 
gebenen Flache F^ zweiter Ordnung i-uhen, umhullen eine Flache 0* 
zweiter Klaase. Und umgekehrt: Die Komplexkurven, deren Ebenen 
eine beliehige Flache (t>^ zweiter Klasse beruhren, ruhen auf einer 
Flache F^ zweiter Ordnung. Wenn die Flache tj)^ eine Flachenschar 
beschreibt, so besehreibt die entspreehende Flache F'^ einen Flachen- 
biischel, und umgekehrt; dieser J^^-Biischel aber ist zu der Flachen- 
schar projektiv und enthalt i. a. zwei Flachen F^, die ihre entsprechen- 
den Flaehen (t>^ stiitzen, d. h. Poltetraedem der entsprechenden 0^ 
umgesehrieben sind. Uberhaupt giebt es oo^ Flachen F^, die ihre ent- 
sprechenden Flachen 0' stutzen, und zwar hilden sie ein System 
zweiten Grades. Dieses quadratische i^'^-System achter Stufe aber ent- 
halt alle oo^ zweifachen Ebenen des Raumes und die oo'' Ebenenpaare, 
aus deren Doppelhnien der quadratische Komplex besteht. Den Flachen 
des F^-Systemes entsprechen die F^chen 0^ eines qnadratischen 0^-Ge- 
webea achter Stufe und dieaet Gewebe enthalt jede Flache zweiten 
Klasse, die auf ihrci entipieLhenden F^ rubt, insbesondere jede ebene 
Komplexkurve, 
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Von den vorhin besproehenen Flaehenmannigfaltigkeiten zweiten 
Grades sind diese beideii verschieden; doeh bestimmen sie einaiider 
und den quadratischen Komplex in analoger Weise wie jene, und ihre 
oo^ Flaehen sind wiederum mit dem Komplexe kovariant. Die oo^ Flachen 
des quadratischen iJ)^-Gewebes sind namlich je oo^ Komplextetraedern 
eingeaetrieben, und die Flacben des qnadrafciseben F^-Systemes haben 
je oo^ Komplextetraeder zu Poltetra«dem. Die niehfc singularen Flachen 
dieses F^-Systemes sind mit denen des vorliin beaproch.enen quadra- 
tischen 0^-Gewebes identiseh; auTser ihnen entMlt das System noch 
oo'' Kegel zweiter Ordnung, oo^ Ebenenpaare und oo^ zweifaehe Ebenen, 
das Gewebe dagegen oo'' Kurven zweiter Klasae, nc^ Punktepaare und 
oo^ zweifaehe Punkte. 

Von den beiden jetzt einander entspreehenden Flaehen F^, 0^ ist 
<ii^ die Polare von F^ bezuglich des quadratischen i*'*-Systcnies, und 
F^ die Polare von 0^ beKiiglieh des Hi:^ehorigen quadratischen C>^-Ge- 
webea in demselben Sinne wie Torhin. Von zwei beziiglich des Ge- 
webes konjugiorten Flaehen 0^, <l>j^ ruht also jede auf der Polare der 
anderen, und ihre Folaren F^, F^^ sind konjugiert beziiglieh des F^-Sys- 
temes. Sich selbst konjugiert sind wieder nur die oo* FlJlchen des 
F*-Syatemes und des O^-Gewebes. 

Das ist ea, meine Herren, was ich Ihnen mltteilen woUte.*) Haben 
Sie Dank fiir Ihre mir gewiihrte Aufmerksamkeit. 

*) Vgl. meiiien nach dera Kongrefs orschiciienen Aufaatz in cleu Matli. 
Annalen, Bd. 49, S. 585. 
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Sul gruppo semplice di 360 coUineazioni piane. 



F, Gbkbaldi a Palermo, 

I sistemi di sei coniche due a due armonieamente iscritte e eireo- 
scritte (ehe io chiamo sestuple di eoniclie in inToluzione) hanno 
notevole importanza, come recenfcemente ha mostrato il Sig. Wiman*), 
nello studio del gruppo semplice, Gs^o, di 360 coUineazioni piane. 
Sistemi cosifatti di .coniche furono considerati da me per la prima 
volta in una Nota pnbblicata nel Vol. XVII degli Atti dell' Accademia 
di Torino. Ivi ho dimostrato varie proprieta della configuraaione, eui 
danno luogo i 45 vertici ed i 45 lati dei triangoli autopolari riapetto 
alle 15 coppie di coniche, che si possono formare con una sestupla in 
involuzione; cosi ad es. ho dimostrato allora, ehe quel 45 lati eon- 
corrono quattro a quattro nei 45 veriici, concoiTono inoltre tre a tre 
nei 60 punti eomuni alle coppie di coniche, ed aneora tre a tre in 
aitri 60 punti. Ora, come si deduce dal citato lavoro del Sig. Wiman, 
i detti 45 Tertiei e 45 lati sono i centri e gli assi delle omologie 
armoniche che stanno in GgeQ; ed i due sistemi di 60 punti, in cui 
concorrono tre a tre i 45 lati, sono i punti uniti dei due sistemi di 
coUineazioni di 3" ordine eontenuti in Gg^„. Per guisa che la con- 
figuraaione, ehe si presenta nei gruppo G^^go, e precisamente qucUa di 
cui io mi sono occupato nei 1882, sett* anni prima che il gruppo 
stesso venisse scoperto dal Sig. Valentiner.**) 

Occupandomi ora della teoria aigebrica di questo gruppo in con- 
nessione coU' equazione generale di 6* grado, secondo il metodo del 
Prof. Klein, sono giunto ad alcuni risultati, ehe riassumo nelle linee 
seguenti. 

*) TJeber eine emfache Gruppe von 3G0 ebenen Collineationeiij Mathe- 
matiache Annalen, Bd. 47, 1396. 

•*) De eadeligeTi-ansformations-Gruppeta Theori; Kj61). Skrift, (6)T, 1889. 
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Per il gruppo semplice G^^ di colli neazioni plane esistono (come 
ha trovato il Sig. Wiman) due sestuple di coniciie in involuzione, 
tali che le collineazioni del gnippo producono in ogni sestupla le 
permutazioni del gruppo alternante. 

Assumendo un sistema di coordinate proiettiTe qualnnque, siano 

f, = e A'^O (ft=l, 2, ■■■ 6) 

le ecjuazioni deUe coniehe dell' una e dell' altra di quelle sestuple. 

I loro primi membri possono essere normalizzati in maniera che, posto 

* 1 — — ^ ± ^ yg " \ _ l±'yi5 

i discriminanti delle forme ft risultiiio tutti uguali a — c^, quelli 
deUe forme ft tutti uguali a — c'*, e inoltre si hanno le relaaioni: 

2(»-i)/i' -/;+/■.+/'. + /. + /;+/;, 

2(»-l)/,'-/'. +f, + 8Cf. +/■.) + «" (/4+/.), 

2(«-i)/,--/; + /, + «(f.+f,) + e" (/;+/.), 
2(0- ij/'Z-f, + /; + =(/. + « + «■(/■.+/,), 
2(«-i)ft'-/'. +fi + •(/;+/■.) + «'(f.+/;), 
2 («- 1) /■;=/■, +/; + Kf.+« + «'(/■.+/■.)• 

Ci6 pr ernes so, pongasi 

2:/t3 = 6((;+l)^, si deduce i:f^'^ = 6{c -\- r)A. 
Pongasi aneora 

Af.f.fjif, - i «», cficcnr; - 1- «■■!>'. 

e si denotino con 

>? ?F' 

— (^qr^ ^ WT^" 

le somme dei prodotti cinque a cinque delle /i-^ e deUe fp. 

Si hanno le identita 
(2) 4- ^' = ^s, 

^6 gr _^ !ff _|_ ^ ^ [c5$s _ g (g ^ ly. $ ^- + ^-s] = 0. 

Come invarianti fondamentali dei gi-adi 6, 12, 30 per il gruppo 
f?36o si possono aasmnere A, a», 3"'. 

Ogni gruppo di 360 punti, trasformato in se da G^^^ e non 
situato sulla curva ^ = 0, e 1' intersezione d' una curva del faseio 
— lA^ = con una curva del fascio W — ^A^' = 0. Si tratta, 
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per risolvere il problema delle forme, di trovare quei 360 puuti, dati 
che siano A e (t. 

A questo scopo, se si prendono come incognito le sei quantita Xi, 
e le sei Xi, definite da 

(»+l)x, =/■,■, {c+l)x:-f!', 
e si eostruiscono le due equazioni di cui esse soiio le radici, si trova 
che la prima o 

— ijl[62e+ j(39c' + 314)e']i' 

+ i [63 »■ + 3 (7c' + 68) ant' + | (67c' + 290) ID''] x' 



(3) 



e la aeconda si deduce da questa scambiando c con c, ^ con ^', 
W eon W'. Se ora, supposfco A=\=Q, in qncsfce equazioni si pone 

X = Ay, x' = Ay , 
e si tengono present! le identita (2), i coefficienti si esprimono diretta- 
menfce nei parametri A e /i, e si banno coai due risolventi di 6" grado 
per il problema delle forme. 

Dalle relazioni (1) ai rieava che, acegliendo opport.unamente le 
deter minazioni delle radici cubiche, si ha 

1^12 (1-c) i/^=:1^ + >^ + '-- + T^- 

Sono notevoli alcnni casi partieolari. Nel fascio di curve di 
12'' grado O — KA? = 0, oltre aUa eurva J. = doppia, si hanno 
quattro cui-ve dotate di punti doppi. Due di esse $ = 0, $' = 
sono degenerate nolle due sestuple di coniehe ed lianno per punti 
doppi i due gnnippi di 60 punti uniti per le collineazioni di 3" ordine; 
una terza ha per equazione 

_B = $ — 2cA^ = 
ed ha per punti doppi i 45 centri delle omologie armoniche; una 
quarta ha per equazione 

Cr=* + ^(26c — 9)^^ = 

ed ha per punti doppi il gruppo di 36 punti uniti per le collineazioni 
di 5'* ordine. (L'altro gruppo di 72 punti uniti per le collineazioni 
di 5° ordine, ed it gruppo di 90 punti uniti per ie collineazioni di 



y Google 



B. Voi'trago dor Sektionssitnungen. 245 

4'^ ordine stanno sulla curva doppia A = 0.) In eorrispondenza a 
queate particolari curve del faseio si lianiio le scguenti risolventi 
special!. 

Per un gnippo di 360 puati situato suUe coniche *' = 0, una 
risolTCnte si puo seiivere 

(</'~2!( + l)'+(F+|i)!/-0. 
e, posbo 

§ = 5j/, (t + ^ = -— 2, 
diyenta 

(1^ — log + 6f + 1728ZI = 0, 

che e la piu semplice risolvente di 6" grado dell' equazione icosaedrica.*) — - 
L'altra risolvente ha una radice nulla, e si riduee ad uu' equazionc di 
5" grado, che si pu5 acrivere 

[!/'-i(«+6)J[!('+|(»-4)]!,'+p-_0; 

questa, poneiido 

e osservaudo che ora si ha 

('■ = -«'('• + £)• 

diveiita 

(r — 3)=(r^— llr + 64) + 1728^ = 0, 

che e la risolvente delle *■ deU' equazione icosaedrica."^'*) — Tra i 
valori che eompetono all' espressione 

vi e sempre il valor zero, e vi sono inolfcre i valori 

2(l-c)V^^ST' (/f=l,2,-..5). 

Per un gruppo di 360 punti situato sulla curva J5 ^ 0, si ha la 
risolvente 

t--i("'+l)]'[!/--5(13-2OT + [c+-j5a8«'-'')]!(-0; 
e questa, se si pone 

"^ F. Klein, VoiiosuEgea iiber das Ikosacdcr, H, 103. 
**) F. Klein, ibid., S. 110. 
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coincide coil' equazione di 6" grado, che e stata incontrata dal 
Sig. Frieke nello studio che egli ha fatto dal punto di vista traseen- 
dcnte dello stesso gruppo.*) 

Per uii gruppo di 360 punti situate sulla curva C=0, uca 
risolvente si puo scrivere 

(j + I '-"J [y - 2 (»' + I)] + [c - Jii (ITSBe- _ 118)] j _ , 

che, posto 

e della forma 

(.-1)'[» + (c + 1)']-.Zt. 

Fiiialmeiitc per il caso, sopra eaeluso, in eui si considera un 
grappo di 360 punti sulla curva J. = 0, la (3) si puo scrivere 

(a!'-5^<!'«)'(i" + ic"a>)+ Vx-O; 

a determinare im sifFatto gruppo di punti basta tagliare la curva A^O 
con una curva del fascio W^ — ^^* = 0; allora, posto 

si ha la risolvente 



{"'-TAi^' + V^ + r.'-O. 



*) Uolicr eine eiufache Gruppe von 360 Operationoii. Nachvicliten v 
k. GesellBch. zu Gettingen, 1896. 
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Les postulats pour la Geometrie d'Euclide ct de Lobatschewsky. 



C. BuKALi-FoRTi a Turin. 



Le deyeloppement rjipide et I'iinportaECe que les etudes sur leg 
fondemeiits des mathematiques ont acquis, yieiment d'agiter, aujoiird'hui, 
la question, pas encore resolue, des postulata pour la Greometrie d'Euelide. 
Mais dans la plupart des traites de geometrie, meme parmi les plus 
recents, les systemes des postulate aont bien compliques; I'analyse des 
idees g^om^triques n'esb point aecompHe; I'id^e abstraite de grandeur 
geometrique y parait comme un element primitif, tandis qu'eUe peiit 
etre determinee par le moyen des idees concretes de position et de 
mouvenient. De plus, dans certains periodiques de matliematique, on 
arrive jusqu'a proposer d'introdnire, pour I'equivalence, des relations 
de grandeur entre les infinimenfcs grands et les infiniments petits, ou, 
du moins, d'introduire le concept de figure finie et infinie. De telle 
sorte, si d'un cote Ton perd la simpHcite de la Gfeometrie d'Euelide, 
de I'autre on introduit des concepts etrangers a la geometrie, et la 
question des postulats s'eloigne toujours plus de sa solution complete 
Oela pose, je croia utile montrer, en abr^ge, comment avee de legei-es 
modifications a des resultats scientifiques deja conmis, et desquela les 
auteurs des traites de geometrie ne font point usage, on obtient un 
syaterae complet de postulats pour la Geometrie d'Euelide, et sous une 
forme tellement simple et intuitive, qu'il suffit d'un travail de deve- 
loppement bien facile, pour obtenir des traites de geometrie qui 
repondent aux exigences actuelles scientifiques et didaetiques dans les 
difi'erents degres de I'enseignement. 

Classification. — Au moyen des idees exprimees par le mot point, 
ot par la relation le point x est situe entre le point a et le 
point h, on deduit la signification des mots figure, segment, 
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(Iroite, plan,...*) et les proprictes de ces elements fomient la 
Geomebrie de position. En ajoutant aux idees que nous venons de 
coneiderer celle du mouvement, on obtient un nouvel ensemble de 
propositions qui donne la Geometric du mouvement. Enfln, en intro- 
duisant I'idee abstraite de grandeur geometrique (longueur, aire, 
volume,. , .), on obtient la Geometrie metrique, L'idee de mouvement 
des elements, point, droite, . . . ne psut point preceder la eonnaissanee 
de certaines proprietes fondameotalea de ces elements, et par suite, la 
Geometrie du mouvement doit reconnaitre son fondoment sur la Geo- 
metrie de position, tandis qu'elle doit admettre des proprietes primitives 
par I'idee de mouvement, paa encore contenues dans la Geometrie de 
position. La Geometrie metrique, au contraire, resie compl^tement 
determinee par la Geometrie de position et de mouvement. En effet, 
en disant par ex. que la « longueur du segment a» est un element 
geometrique abstrait eommun a tous les segments qui sont super- 
posables au segment a, nous eonsiderons des fonctions des figures 
geometriques (segments, polygones, polyedres, . . .) qui sont liien deter- 
minees par les idees de position et de mouvement. 

Geometrie de position. — Quant a la Geometrie de position — les 
paralieles exoeptees — a I'etat present de la science il n'y a plus rien 
a faire, des transformations logiques esceptees. Le systeme de postulafcs 
de M. Pascli, ou eelui de M. Peano, donnent toute la Geometrie de posi- 
tion, y compris le theoreme de Desargues sur les triangles homo- 
logiques, et ces postulats expriment les proprietes les plus simples 
que le topograpbe v^rifie au moyen des jalons ou que le ma^on verifie 
au moyen du fil a plomb. Pour obtenir la tlieorie des paralieles, il 
faut joindre aus postulats precedents eelui de la eontinuite, due a 
M. Dedekind et qu'on pent exprimer en disant que «Un 
convese de points, eontenu siu- un segment, est lui-mSme im s 
Cela fait, on obtient la Geometrie d'Euclide et celle de Loba!,_,;liew8ty, 
mais non la Geometrie de Kiemann, car, par ex. si le point a est 
situe entre le point b et le point c, i n'est pas situ^ entre a et c. 

La definition de demi-droites paralieles donnee**), on demontre que 
deux demi-droites paralieles sont complanaires; qu'un point esteme a 
la demi-droite a est I'origiue d'une seule demi-droite parallele a a; 
que la relation exprimee par le mot pai'allele est refiexive, symetrique 
et transitive ... II en resulte aussi que: par un point exterieur a une 

■*■) Pasci, VorleBUngen uber neuere Geometrie. — Peano, Prijicipi di 
Geometria logicamente esposti. 1889. — Sui fomdamenti della GeoiBctria (Rivista 
di matematica. 1894), 

**) Peano, Principi di Geometria logicamente esposti. 1889. 
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droite on peut mener wue ou deux droitea parallelea a la droifce mSme, 
et qu'un de ces deux caa doit toujours se verifier. Pour obtenir la 
Geometrie d'Euclide il faut poser le posfculat suivant: «queIlo que soit 
la droite a, il exists un point 6 exterieur it la droito a par lequel 
paase nne aeule parallele a la droite (t»; car on deduit ais^raent qu'une 
seule parallele a la droite a paase auasi par un point quelconque. 
Analoguement pour la Geometrie de L obats chew sty , pour laquelle il 
faut encore admettre que: «par une droite parallele a un plan a paase 
un seul plau parallele att plan »», et que «il exisie une droite parallele 
a deux demi -droitea, non contenues sur la meme droite et qui ont 
commune leur origines; car ai le mot point signifle epoint interne a 
nn polyedre convexe», les postulats de la Geometrie de position sont 
veriiiea, mais les deux propoaitions que nous venona de citer ne sont 
pas, en general, verifies. — 

Geometrie du mouvement. — Dans Taxiome VIIP du I" livre, 
Euclide introduit explicitement I'idee du mouvement en disant «Les 
grandeurs qu'on peut faire comcider I'une sur I'autre aont egalea*; 
maia on pent retenir cette idee sous-entendue ausai dans les premiers 
axiomes qui sont relatifs a I'egalit^ des grandeurs. Toutefois I'idee 
de mouvement n'est point precisee par des postulats et elle eat toujovira 
exprimee au moyen de la auperpoaabilite de deux figures. M. Pasch 
donne un systeme de postulats qui etablit la signification de la relation 
«la figure a eat superposable a la figure 6», et la metbode d'Euclide 
vient d'acquerir une forme seientifique rigourenae et, en meme temps, 
propre a I'enseignenient secondaire. M. Peano, «Sui fondamenti della 
Geometria* reduit I'idee de mouvement a eeUe de correspondance entre 
points et points. Le systeme de postulats qu'il propose conduit a 
demontrer que le segment et Tangle aont reversibles, que le postulat 
d'Archimede eat verifie par les segments et donne encore toute la 
theorie des perpendiculaires. — Mais il ne donne paa la propriete 
qu'on exprime babituellement, aoua forme non precisee, en disant 
que ale mouvement dea figures geomctriques a lieu aana deformation*. 
Cette proposition qui exprime, en substance, que: csi un mouvement 
ti'ansforme deux points distincts d'une droite, ou ti'ois points non 
coUineaires d'lm plan, ou quatre points non complanaires, en eux- 
memes, transforme aussi, en eux-memes, cbaque point de la droite, 
ou du plan, ou de l'espace» est une consequence immediate du systeme 
de postulats que je propose pour le mouvement, et que j'ai obtenu avee 
la suivante transformation des postulats 6 et 7 du systeme, de M. Peano, 
precedemment cite. — (6) Si le point a ne coincide pas avee les points & 
et c, alors il exiate, au moins, im mouvement qui transforme la demi- 
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droite ah sur la demi droite ac; et les correspondants en deux de ces 
mouvements d'un meme point de la demi droite ah coincident. (7) Si 
les points a, b, c et les points a, h, d ne sont pas coUineaires, alora 
il existe, au moms, un monvement qui tran&forme le demi-plan a, b, c, 
sur 1p denii plan a, J), <7, et les correspondants en deux de ces mouve- 
ments d'un m§me point <iu demi-plan a, h, c, coincident. (8) Si 
ffl, h, c sont dfB points non coUineaires et si un mouvement tranaforme 
« en a, t en i et o en c, alors le correspondant d'nn point p non 
complanaire avec a, h, c, ne pent pas etre en partie oppoaee de p par 
rappoit au plan ahc — Si nous taisons usage des postulate (1) — (7), 
on a quW tettaedie pent etie auperposdble a son symetiique: celan'ad- 
vient point en admettant aussi le postnlat (8). On complete le systeme 
(1) — (7) en admettant que: «existent deux mouvements qui transforment 
en cux-memea trois points non coUineaires*, Les postulats (7), (8) 
peuvent etre remplaces par le seul postnlat (7) de M. Peano. 

Gfeometrie metrique. ^ — Si aux termes longueurj aire,Yolnme 
nous donnons la signification que nous avons deja expliquee, on voit 
aisement que la gSometrie metrique se reduit a im petit ensemlile de 
propositions fondamentales par lesquelles on pent deduire que chaque 
elasse de grandeur geometrique peut etre mise en correspondance 
univoquc et reciproque avee les nombres reels et positifs. Ce qui 
revient a traduire le V*"°° liyre d'Euclide en substituant aux mots 
^Qi&^og efc Aoj'og les expressions, qui nous sont habituelles aujourd'hui, 
nombre entier, nombre reel. — 

Je demontre, dans ma Tbeorie des Grandeurs,*) qu'on peut reduire 
a 8 propositions celles qui doivent etre verifiees par une elasse de 
grandeurs, afin de pouvoir affirmer que la elasse que nous considerons 
peut etre mise en correspondance univoque et reciproque avec les 
nombres reels. Pour les longueurs on demontre aisement ces proprietes; 
et celle qui exprime qu'une grandeur u'est pas la somme d'elle-meme 
avee une grandeur, est une consequence immediate de !a rigidite du 
segment dans le mouvement. Qu'iuie aire (ou un volume) ne peut 
jamais etre la somme d'eUe-meme avec une aire (ou un volume) est 
admis comme postulat dans les traites ordinaires. M. L. Gerard (a Lyon) 
a recemment demontre**) ces denx propositions en les reduisant a la 
proposition correspondante pour les longueurs, et par consequent la 
question meme de I'equivalence reste completement resolue. 

*) Pormulaire de MathematiqueB t, I. IV. 

**) bulletin de Mathem. speciales t. I. — Bulletin de Math^m, ^Idmentaires 
I. 1 et t. n. — Bulletin de la Soci^t^ math^matique de France t. XXIII. 
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Statique non-euclidiennc. 



I. En se fondant sur le theoreme d'Euler relatif aux rotations 
finies, on Toifc aisement qne les veetenrs representatifs des vitesses de 
rotations possibles sont composables lorsqn'ils sont concourants; et 
qu'ils sont reductibles a une infinite de systemea ^quiTalenfcs dans le 



Le mot compos able signifie settlement qu'il existe pour les 
pecteurs coneouraats une operation de composition (designons-la pour 
iger par -j-) qui jouit des proprietes suivantes: 



a) I'operati 

b) I'operati 

c) I'operati 

d) I'operati 

e) I'operati 



tion est commutative on A -]- B = B -{- A, 
ition est associative on A -\- (B ■]- G) ^ A -\- B -\- C, 
3st invariante a I'egard des reperes de positions, 
ist continue, 

ie confond, pour deux vecteurs portes par une meme 
droite, avee I'addition algebrique des segments. 

On pent se proposer dc reehercher la composition des vecteurs 
concourants. On trouve alors, en faisant usage de I'equation de 
Poisson 

avec les conditions aux limites 

<p(p) = 1 vf-s-) = 0, ce qui donne ^(x) = cosa;, 

que la composition des forces*) concourantes et que la trigonometric 
spherique sont independantes du postulatum d'Euolide. 

Par exemple soient A ei B deux vecteurs et C Ic veeteur resul- 
tant; soient a, b, c leurs intensites respectivcs on aura: 
a _ b ^ c 

in {B^G} sin (Ofl) sin (aC^) 



*) Vecteur ou force d^siguent ici la meme chose. 
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L'equivalence de deux systemes de veeteurs: S ek T signifie que 
I'on peut passer du syatfeme S au systeme T par radjonetion ou la 
suppression de deux forces egales et contraires ay ant meme ligiie 
d'action, et par des compositious ou dea decompositions de veeteurs 
issus d'un meme point. 

La notion de I'equiTalence va nous conduire a la composition des 
veeteurs d'un plan perpendiculaires a une meme droite et agissant d'un 
meme cote de eette droite. 

Et d'abord considerong le cas de deux forces Agates P feasant 
aux extreniites d'une perpendieulaire commune de longueur 2p, la resul- 
tante de ces forces passera par le miUeu, sera perpendieulaire a la 
perpendieulaire commune et poiura 6tre representee en intensite par 

La fouction i/> satisfait cneore a I'equation fonctionnelle de Poisson 

*{^ + »/) + '/'(«~y) = 2^(i(3;)V(«/) 
avec la condition ^{0} = 1. 

Soit alora x^ une valeui- particuliere de x, nous distinguerons trois 
cas, suivant que I'on aura: 

H^o) > 1 
ou tM = 1 

ou '/'(^o) "^ 1) 

on trouvera alors daus ces trois cas respecfcifs: 



■4,(x) = 1 
ijj (x) = sin -V- 



- ^ ch -^ 



(Jc = constante). 



La composition de deux forces P et Q quelconques perpendiculaires 
a une meme droite et agissant d'un meme cote de eelle-ci en une resul- 
tante It de mSme nature s'en d^duit aisement; le point d'aj 
de la resultante sur le segment qui reunit les pieds < 
partage ce segment en deux parties x et y, telles qu'eu faiaant: 



%{d}=Ji>{x)dx 



_Q_ ^__Ji_, 
- x{x) z{x + J/) 

montre encore que i 



daus un triangle 
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rectangle oti (^ et la sont deux angles autres que I'angle droit, le cote x 
oppose a Tangle o sera li^ a ees deux angles par la relation: 

cos ro ^ sin a^(x). 
Cette relation montre en particulier que dans I'espace de Lobatschewsky 

n{x) designant I'aagle de pai-allelisme a distance x, on a done en ce 
cas: i)(x) > 1, on trouve alors: 

^(a;) = .L_LS — = ch -|-, 

k designant un metre constant. 

L'hypothese ^(ir) < 1 donnerait la geom^trie de Riemann. 

L'hypothese il>(x) ^^ 1 donne I'espace euclidien. 

n. J'ai montre que la reduction de Poinsot etait encore applicable 
en ses traits essentiels et j'en ai deduit le tlieorenie Buiyantt 

La condition necesaaire et suffiaante de I'eqnilibre d'un 
corpa rigide sonmis it des forces donnees eat que la aomme 
des travaux virtuels de ces forces lors d'un deplacement in- 
finiment petit queloonque du corpa rigide soit egale a zero. 

Dans cet enonce le travail virtuel d'une force F relatif a un deplace- 
ment infinimeiit petit ds de son point d'application est le produit 

Fds cos (F, ds). 

Du theoreme precedent j'ai deduit le coroUaire suivant qui est la 
generalisation non-euclidienne d'un theoreme bien connu: 

TJne pression normale (constante par unite de surface) 
uniformement repartie sur les elements d'une surface fermee 
rigide eonstitue un ensemble de forces qui se font ^quilibre. 

Ce coroUaire, bien ent«ndu, a son analogue dans une etendue a 
deux dimensions; j'ai montre que ce theoreme peut etre regarde comme 
la source de toutes les propri^tes metriques dans toutes les geometries, 

III. Les proprietes mecaniques des fils ne sont plus les memes 
dans les trois geometries, comme je le montre dans mes Lemons de 
Mecanique physique.*) 

IV. En resume, la notion du groupe d'equivalence foumit 
d'une maniere intuitive les proprietes metriques dans les troia geometries. 

•) Paris 1898. 
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Uber Gruppen, insbesondere kontinuierliche Gruppen von 
Cremona-Transformationen der Ebene und des Raumes. 

Von 
Gr. Fano ill Kom. 

Naeb einer kurzen historiacheu Ubersicht iiber die Entwickelung 
dcr Theorie der birationalon oder sogen. Cremona- Trajisformationeii 
der Ebeue und des Raumes warden einerseits HeiTU Autonne'a Ee- 
saltate uber endliche Gruppen quadratischer und kubischer Transfor- 
mationen*), andererseits diejenigen der Herren 8. Kantor**) und Wi- 
man***) fiber die Reduktion der endlichen Gruppen birationaler Ebenen- 
trai^formationeii auf beatimmte Typen voi^efiibrt. 

Beim Ubergang zu den kontinuier lichen Gruppen wurde zunachst 
auf Herrn Noetlier's Mifcteilnng an die Deutsche Matbematiker-Ver- 
einigung im Jahre 1896f) Bezug genommen; weiter nocb, betreffend 
die Reduktion der kontinuierliohen Gruppen von birationalen Ebenen- 
tranaformationen auf bestimmte Typen, auf Herrn Enriques' Resul- 
tateff) bingewiesen. — Es folgten einige Bemerkungen allgemeiner 
Nafcnr uber den Zusammenhang der Gruppen TOn Cromona-Transfor- 
mationen mit gewissen projektiven Giruppen; insbesondere wurde der 
Satz erlauterfc: Jede kontinuierliehe Gruppe von Cremona- 
Transformationen eines beliebigen Raumes Rk ist einer 
Gruppe von projektiven Umformungen einer rationalen, 
irgend einem Raume E^ angehorigen Mk (n'^k) Equivalent, 
und gezeigt, wie die Pr^e uach alien mogliehen Typen von kon- 

•) JoTim. de Math^m., IV, vol. 1, 2, 4. 
**) Preisschrifl; „Premier3 fondemenis . . ." (Naples, 1891); Acta Mathem,, 
Bd. 19; „Tiieorie der endlichen Gruppen . . ." {Berlin, 1895). 
**•) Mathem. Ana., Bd. 48. 
t) Vgl. den Jahreebericht 1896, Heft 1, S. 68. 
ft) Bend. R. Aco. dei Lincei, maggio 1893. 
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tinuierlichen Gruppen birationalcr Transformationen eines 
S,). sich mit der anderen deekt: Was fur rationale M,, irgend 
eines Raumea JJ„ (w^Jt) es giebt, die eine kontimiierliche 
Grappe von projektiven Transformationen gestatten, 

Zuletzt wurden iioch die Resultate mitgefceilt, die Herr Enriques 
und der Vortr^ende uber kontinuierliche Gruppen von Cremona- 
Transformationen des Raumes nenlich erhalten haben.*) 

*) Annali di Miitematioa, vol. 25. 



y Google 



Uher verknotete Kurven. 

Von 
H. BuuNN ill Munclieii. 



Einc besondere Art tier Darstelluug und Beachreibuug eiiies Knotens 
scheiiit mir bisher unbeaehfcet zu sein und doeh den Keim mancher 
neuen Erkeimtais in sicb zu tragen. Fiir verschlungene Kiiryen kiiimen 
analoge Betrachtungen angesfcellt werden, Gewohnlich bildet man einen 
Knoten mittels einer ebenen Projektion ab, an deren Doppelpunkten 
das „Unten" und „Obeii" der Ziveige markiert ist. 

Man arrangiere nun den Knoten, olme sein Wesen au verandem, 
so, dafs samtlicbe Doppelpunkte der Projektion in einen einzigen viel- 
faehen Pvmkt a zusammenriicken. Die dem Projektionspunkt a ent- 
spreckenden Kurveupwnkte liegen daim auf einor Gleraden A. Wir 
nennen A die Axe, ikre Seknitte mit der Kurve die Asscbnifcte, die 
Ton Axscimitt zu Axscknitfc lanfendeu Knrrenteile kurzweg die Bogen. 
Die Bogen kSnnen eben, raid in lauter verschiedenen von A ana- 
gekcnden Halbebenen gedacbt werden. Denn nacb unserem Arrangement 
kann nirgends eine Uber- 
krouznng zweier Bogen nach 
Art von Fig. 1 mekr statt- 
finden; an ibre Stelle mnfa 
eine Gestaltung wie bei Fig. 2 
getreten sein, bei welcber der 
urspriinglicke Bogen (7dtircii 
zwei andere C und C" er- 
setzt ist. 

Blickt man nun in Rich- 
■> tung der Axe, so folgen sick 
die Halbebenen der Bogen 
gleich den Speichen einea Rades in einer gewissen Reibenfolge: 
„Axfolge" der Bogen. Ala Bestandteile der Kurve baben die Bogen 
ebenfalls eine gewisae Reibenfolge: „KurTenfoig6" der Bogen. 
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Aber auch die Asselmitte haben eineTseits eine „Axfolge", auderer- 
seits eine „Kurvenfolge". Die jetzt bereits heraustrefcende Dualitat 
zwisehen Axschnitten und Bogeu erweist sieh als eine durchgreifende 
und bildet eben das Merkwiirdige und zugleich Empfehlende fur die 
gewahlte Darsteilungsweise,*) 

Die Beschreibung des Knotens kann mm in folgender Weise ge- 
geben werden: 

Man uumeriere, indera man einen bestiinnitGii Anfamgsbogen und 
FortschreituugsBinn wahlt, die Bogen erst in ibrer Kurvenl'olge, daim 
in ibrer Axfolge*, dasselbe tbue man fiir die Asscbnitte. Man kann 
dabei die Anfangselemente fur Kurven- imd Axnumerienmg identiscb 
wahlen. Daa Kesulfcafc der Nnmerienmg Mfsfc sicb in zwei kleinen 
Tabellen I — ftir die Bogen — und 11 — fUr die Axecbnitte — nieder- 
legen, Jede beeteht aus zwei Zeilen, in denen die Nummeru; die zum 
namliehen Bogen, bezw. Axsckuitt gehoren, unter einander steben. Wenn 
man die Nummern der erston — auf die Kurvenfolge bezflglichen — 
Zeile stets in der natiirlichen Reihenfolge ausgesohrieben denkt, wird 
dieae Zeile aelbstyerstaiidlicli und kann weggelassen werden, aodafs 
sicb jcde Tabelle auf Angabe einer Nummerpennntation (Substitution) 
beschrankt. Z. B. kann der Knoten Fig. 3 beschrieben werden durcb 
I. 14 2 5 3 (Bogen) 

II 14 2 5 3 (Asscbnitte) 




Man erkennfc leitht, dal-- diese Knotenbesthreibung ini topologia hen 
Sinne hmieichend ist und auch nicbts Uberilussiges entbdlt 

Wie die gewrbniithe Pio^ektion eines Knotena unwesentlithe 
Doppelpnnkte, so kann nn?tre Darstellung nnwtsentliche B^gen und 
Axscbnitte entbilten wekhe zum Veisuhwinden gcliiaulit wenlen konnen 
Wir wollen der Frage der Reduktion emes Knotena auf die eintachate 

*) Die Daalitit wnd eme noJi ToUkommtiiieie wenn man die ktummen 
B3gen Uurch aus zwei genden Stiecken beatekende, gebtochene Linien ersetzt 
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Form etwaa niiher ti'eten; die hervorgehobene Dualitat wird dabei 
recht evident werden. 
Satz: 

Ein Bogen, fflr den die Axsehnitte, in denen er endet, sowohl 

Kurven- als Axnachbam siiid, darf verschwinden, indem jcne 

Axscknitte in eineii einzigen zusammenrucken. 

Ein Axschnitt, fiir den die Bogen, welclie in ilini zusammen- 

stofsenj sowohl Kurven- als Asnachbam sind, darf verschwinden, 

indem jene Bogen in einen einzigen iibergeben. 

Einer naheren Erlauterung bedarf bier no eh der Begriff der 
„Axnachbarn" der einen engern und einen weitem Sinn hat, und oben 
im weitem zu verstehen ist. 

Man kann namlieh oft die Axfolge zweier Bogen oder Asschnitte 
umkehren, ohne dafs dabei eine Selbstdurchdringung der Kurve atatt- 
faude, und dadurch konnen Elemente zu Nachbarn werden, welche nicht 
unmitt^lbar ala solche eracheinen. Welche Elemente sind nun vertauBch- 
barV Man nehme ztmachst Kenntnis von dem Eegriffe der „Kreuzung": 
Zwei Bogen „kreuzen" sich, wenn ihre Endpunkt- 

paare auf A aich fcrennen, zwei Axsehnitte, wenn die 

Ebenenpaare der von ihnen ausgehenden Bogen sich 

trenuen, 
leite au8 den gegebenen Tabellen die Paare von Bogen (reap, von 
AsBchnitteu) ah, welehe sich trennen, und stelle dicae Paare in einer 
TabeUe IE (reap. IVj zuaammen. 

Man mache weiter aUe Cyklen von Elementen 

«1 a^ Og O.l . . . a„ % ((;; 

aushndig, bei wekhen 

1) zwei behebige Folgeelemente als Paar in Tabelle III (reap. IV) 
voikommen, 

2) der &mn dieier behebiger Folgeelemente iibereinatimmt niit 
dem Sume der Axfolgenumerienmg (man konnte auch den 
entgegengesetzten bum wahlen); 

3) die EmaehiehuDg kemes weiteren Elementea ohne Verletzung 
vm Bedmgung I) jdei 2) moglich ist. 

Dann gilt: 

Zwei Elemente, die in ein und demsolben Cyklua 
vorkommen, sind unvertauschbar, zwei, die in keineni 
Cyklus zuaammen vorkommen, sind vertauschbar. 
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Axnachbarn im eiigeren Sinne sind die Nachbarn in 
der Axnumerierung. 

Axnachbarn im weiteren Sinne aind zwei Elemenfce, 
wenn sie enfcweder mit einander vertauschbar oder Cyklus- 
nachbarn aind. 

Hiermit sind die fiir die Reduktion eines Knotens notigen Begrifl'e 
erklart. 

Ich mufs hier schliefsen. Es geniigt mir, Ilmen wahrscheinlich 
gemaeht zu haben, dafs die neue Darsfcellimgsweise fiir den Ausbau 
der Knotentheorie fruclitbar zn wcrden verspricbt. Nur noch eins: 
Sie Bind mir vielleieht ungem Yon dem anaehaulieben Bilde einea 
Knofcena zn seineni imanscliaulichen Zablenachema gefolgt. Icli meine 
aber: So selir man einerseits nacii Veranaehauliehung des Unanachau- 
licben etreben mufs, um Sdiwieriges iibereiehtlich und verstandlicb zu 
machen und atockende Forachung durch neue Anregnng zu beieben, 
so aelir ist doch auch die andere Richtung bereehfcigfc, welehe An- 
Bchauliehes, so weit ea nur moglich ist, in Unanschauliches Qbersefet, 
um zu zeigen, wie weit in geometrisehen Problemen dae EiLumliehe 
nur Nebenaache ist und ea sich vielmehr um BegrifPe allgemeinerer 
Natur handelt. Sehwierige, lang umworbene Ratsel finden oft erat 
ihre Losung, wenn die az^edeutete Abatraktion erreicht iafc. 
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tJber die Beziehunsen der Technik zur Mathematik. 



Die Bedeutuiig dea Begriffes „Technik" ist noch keine vollkoi 
klar umsehriebene, yielleieht wegen <les umfassenden Gharakters dieses 
Begriffea. Sind doch unsere gesamten Kulturverhaltnisse so sehr von 
teehnischen Einwirkungen durchsetzt, dafs maD unsere Epoche mit 
Eeeht als diejenige der aufbluhenden Teehnik bezeichuen konute. 

Wollte maa es versuchen, den Begriff „Teehmk" zu definieren, so 
wiirde man als solehe im allgemeinen die aaf eine gewerblich nutzbare 
Transformation und Verwendung des Ton der Natur dargebotenen 
Energievorrates mid der RohstofFe gerichtete Thiitigkeit dea Menschen 
verstelien konnen, Allein in dieser Allgemeinlieit umfaTst die Definition 
samtliche Gewerbe, sowie das Handwerk; sie mnfs mit einer entspre- 
chenden Einsehrankmig versehen werden. 

Daa Unterseheidungsmerkmal zwisclien Technik und Handwerk 
bildet nach meiner Auffasaung weder der Grofebetrieb, noeh die Ein- 
fiihrung der ArbeitsteUung, so wicbtig diese beiden Faktoren ffir die 
Entwiekelang auch sein mogen. Auch der gottliche Funke des er- 
finderischen Gedankens ist niebt ein PriYileg des Teehnikere; miissen 
wir doeb an Gegensfcanden des alltiiglichen Gebraucbes so baufig er- 
finderiscbe Einfiille hochster Originaliiafc bewundem. Allein der Hand- 
■werker scbafi't rein intuitiv, da wo er schopferiscb ist, und er schafit 
nach der Schablone, auf Grund rohester Empirie, da wo seine Be- 
gabung ihn niclit iiber den Zwang der Zunftregel emporzuheben ver- 
mag. Icb erblieke den wesentlichen TTnterschied zwischen ihm 
und dem Techniker darin, dafs letzterer die Eesultate wissen- 
schaftlicher Erkenntnis und wissenaebaftlieher Methoden auf 
die zu 16senden Probleme anwendet. 
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Es ist bekannt, dafs die Grofse mancher Industrie auf dem atillen 
Wirken ihrer wisaensctaftlieben Mitarbeiter bembt. Maach' ttber- 
raschende Erfindung stellt sicb bei naherer Prilfimg ihrer Genesis als 
Folge planmiLfsig fortgesetater Forsebungsarbeit und keineswegs als 
unvermittelter Einfall heraus. Jahrelang in ArehiTen schlummemde 
wissGiischaftliehe Arbeiten erlangen plotzlich eminente, praktische 
Wicbtigkeit. Das Wort Dubois-Rejmond's, dafs es kaum eine nocb so 
weltabgelegene wissensebaftliche Untersuohung gebe, die niebt im Laufe 
der Zeit praktiscber Anwendung fabig ware, bewabrheitet sieh. Vor 
allem aber wird die Wissensebaft seitens der Teehnik geaebafczt ala 
kritische Leacbte, die eine klare Sicbtung der ungeheuren Zahl tou 
MSgliohkeiteu und TJnmoglichkeiten gestattet. Sie bewahrt uns vor 
Vergeudung immenser Mittel und geisfciger Arbeit an frucbtlose Ver- 
suche. G-leiebe Fabigkeifcen vorausgesetzt, verleibt die wissensebaftliebe 
Ausbildung dem Techniker, rein durcb die Scharfimg des kritiacben 
Urteiles, eine grofse Uberlegenbeit iiber die reinen Praktiker. 

Die bocbsten Resultafce werdeu erzielt, wcnn Genie sieh mit ■wissen- 
sebaftbcbem Geiste paart. Ja, wo das erstere vorbandon ist, kann auf 
weitere Attribute fttglicb verzichtet werden. Wie viel wir auf dem 
Gebiete der Tecbnik genialen Einfallen verdanken, die von der Wissen- 
sebaft nicht Torbereitet, von ihr iiicbt vorbergesehen worden, ist be- 
kannt, und nie wird uns ein Neidgefiibl abbalten, dies voUinhaltlicb 
anzuerkennen. 

An Genie und Wissensebaft reiht sieh als cb-itter Faktor der 
Entwickelung der beharrlicb auf ein bestimmtes Ziel binarbeitonde 
technisehe Seharfsinn. Niebt mit dem Gedankenfluge des Genius aus- 
gestattet, der uns neue Horizonte eroffnet, auch nicht befahigt, durch 
gelelirte Forschung den exakten Zusammenhang der nur qualitativ er- 
kannten Ersebeinungen festzustellen, wareu doeh viele Teehniker im 
stande, in unausgesetzter Konzenia-ation auf eine Aufgabe den einen 
oder den andem Fortsehritt anzubahnen. Als Summe der Arbeit von 
ganzen Generationen entstand so eine Reibe teebniscber Meisterwerlfe, 
im rechten Sinne Gemeingiiter der teebniachen Welt. 

Wie sehr Genie, Wissensebaft und beharrliehe, zahe Arbeit die 
Quelle unserer Erfolge bilden, durfte aueb aus einem kurzen Riick- 
bliek auf die Hauptafcationen des nunmebr zurilekgelegten Wegcs 
erbelien. 

In James Watt, mit dem die modcrne Entwickelung anbebt, 
finden wir die drei vereinigt: den gofctbegnadeten Mas chin enbauer^ den 
gelehrten Pbyaiker und die eiserne Ansdauer. Es ist bekannt, dafs der 
Dampfmascbinenbau fast bis auf unsere Tage von den Ideeu Watt's 
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gezehrt hat. Die Anwendung auf die Schiffspropulsion und die 
Lokomotiye bedingten mehr nur Thatkraft und teclmiseh praktisehen 
Seharfsinn. 

Urn die gloiehe Zeit entstanden, als summarisches Ergebnis vieler 
langsara iortschreitender Verbesserungen reiner Praktiker, die Maschinen 
der Texfcil-Industrie und vieler auderer. Sehr friibe hingegen stand die 
Elasticitatstbeorie dem Baukonstrakteur beim Entwurfe grofser Bauten, 
so besonders der Eisenbrucken, als Beraterin zur Seite. 

Einen fundamental en Fortschritt verdanken wir der Wissenachaft 
in der Aufstellung des Prinzipes von der Konstauz der Energie, welches 
so recht fiir die Zwecke der Teclmik, man mochte sagen „erfiinden" 
worden zu sein scbeint. Mit diesein koordoniert und, wenn eine Steige- 
rui^ moglicb, noch weittragender iat das Prinzip von Garnot-Clausius, 
■welches wie ein heller Strahl das bis dahin vei-worrene Duukel der 
Warmemotorenfcheorie erleuchtete und der erfinderiachen Denkthatigkeit 
fur alle Zeiten eine bestimmte Biehtung wics. Meehaniker waren und 
sind es ja, die sich am ehesten an die Verfolgung des Irrlichtes von 
einem Perpetuum mobile maehen und deren Illusion nun griindhch zer- 
stort wurde. Mehr noch als das ist im Satze von Clausius gethan, 
der die beachrankte Verwajidelbarkeit der Energie lehrt und dem 
Nuiaeffekt der Maschine einen eisemen Zwang auferlegt, welchen auch 
der himmelstiirmende Erfinder mit Resignation ancrkemien mufs. Es 
ist schwer, sich vorzustellen, dafs die Wissenschaft der Technik je 
noch ein Geachenk von so tiberwaltigender, univeraeller Bedeutung 
darbieten konnte. 

Die Technik bemaehtigte sich denn sofort des ihr grofsmiitig dar- 
gebotenen Hiifsmittels. Der geniale Hirn machte als einer der ersten 
die Nutzanwendung auf die Dampf mas chine und bereicherte, dureh 
Einfuhrung iiberhitzten Dampfes, don Vorrat ihrer Mittel um einen 
■wichtigen Faktor, desseu Bedeutung erst die neueste Zeit in das richtige 
Licht zu atellen vermoehte. 

Reine Intuition hat zur Erfindung der Gaamaschine gefiihrt, die einen 
neuen Markstein in der Geschichte der "Warmemotoren bedeutet. Nicht 
ais Folge der Olauaius'schen Anweisung, das Temperaturintervall der 
kalorisehen Maschine zu vergrofsemj entstand Otto'a Schopfung. Einem 
nnwidersfcehlichen Zwange folgend, begab sich der ehemalige Hand- 
lungsgehilfe auf das Gebiet dea Erfindens, und naeh jahrelangem, 
miihevoUem Kingen gelang es ihm, seiner Idee zum glanzenden Durch- 
bnich zu verhelfen. Erst in allerletzter Zeit, da schon Tansende von 
Motoren der Industrie Dienste leiateteuj untemahm es die Wissenschaft, 
die Vorgange am Gaamotor zu erklaren. 
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Ganz auf den Lehren der Thermodynamik beruht umgekehrt die 
Grundidee der neuesten Verbesserung in dieser EicHung, des Motors 
von Dieael. 

Die Weehselbezieliungen der Wiasenschaft zur Elektroteclmik zu 
scbildem, liiefae ofFene Thttren eindriicken. Auch auf die Dienate, die 
sie dem Bauingenievirweseii geleistet hat, braueht niebfc erst besondera 
hiDgewiesen zu werden. Es geniigt, die Namen Calmann, Maswell 
Castigliano, Mobr zu erwabnen. Dafs die cbemische Industrie 
sozusagen ganz auf der chemischen Wisaenschafi aufgebaut ist, wird 
allgemein anerkanut. Bemerkenswert ist die neuer dings voDzogene 
Abzweigung der Thermoebemie und der Elebtrochemie zu seibsfcandigen 
Diszipiinen und die fliegende Eile, mit welcher vor wcnigen Jahren 
die chemiseben Abteilungen den Unterriebt in boberer Matbematik 
einfiibi-ten. 

Die Beziebungen der Tecbnik zur Matbematik sind in ihren 
Beziebungen zur Wissenacbaft iiberhaupt acton entbalten, denn fiir die 
Tecbnik handelt es aich iiberall um die Erkenntnis des Giesetzea nicbt 
nur dem quale, sondern der Zabl und dem Mafse nach, Sowie z. B. 
der Kaufpreia der Masebine auf einen Scbiiling oder Heller genau aiia- 
bedimgen wird, so kanu aicb der Tecbniker von Tag zu Tag weniger 
dem Zwauge enfcziehen, den Gutegrad, den Konsum seines Motors etc. 
etwa auf l"/^ genau zu garantieren. Wohl kommen f(ir ihn unmittel- 
bar nur die Anwendungen der Matbematik zur Geltung; allein in diesen 
soil er sicker und selbatandig aein. Sicbcr, wo es sieb um Auwendung 
scbon durcbgearbeiteter Falle bandelt; selbstandig, um die immerfort, 
auftauebenden, nenen Probleme bewaltigen zu konnen. Deahalb iat 
eine tiicbtige Schulung aueb in reiner Matbematik unbedingt erforder- 
licb. Die Anwendung der Matbematik seitena des in der Praxis 
stebenden Tecbnikers beatebt keineawegs im Einsetzen von Zablen- 
werten in fertig vorgerecbnete Formebi. 

Die TJberzeugung von der Notwendigkeit uud ErapriefalicLkeit 
einer exakteren matbematisclien Bebajidlung techniacber Probleme durch 
den Ingenieur ist besonders unter der jiingeren Generation viel ver- 
breiteter, ala dies mancb alterer Facbgenosae zngeben mocbte. Ander- 
seits ist auch die Befahigung zu aolcher TMtigkeit unter den prakti- 
scben Ingenieuren beute in viei grofserem Mafse vorbauden, als man 
dies vor einem Deeennium vorausgesetzt batte. Zu dicser Bebauptung 
gelai^e icb auf Grund aufmerksamer Beobachtang der Praxis; aie 
fuhrt una dazu, aucb die Frage dea mathematiscben Unterriebtswesens 
an den techniachen Hocbschulen zu erortem, wobei icb indes vor- 
wiegend die Verbaltnisse der Abteilung fiir Maacbineningenieure imd 
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Elektrotechniker im Auge habe. Meine Auffassung in dieser Frage 
ist die folgende: 

1. Die Matiiematit iat fiir den Techniker cine grund- 
legeude Wissenachaft. Eine tJichtige Schulung in reiner Mathe- 
matik isfc notwendig, um dem Techniker die eiforderliehe SicherLeifc in 
ihrer selbatandigen Anwendung zu verleihon. 

2. Der Schwerpankt des Unterrielites in angewandter 
Mathematik falle in die tecimiscke Mechanik und technische 
Pbysik, welehe in vorziiglichster Weise mathematische Schulung mit 
praktischer Amrendbarkeit verbinden und die wahren Grundpfeiler 
unserer wissenschafthchen Ausbildung sind. Vermittelnde Faeher, wie 
die theoretische Maschineniekre an den meckaniseheu Abteilungen, ver- 
fallen leieht in den Fehler, den Studierenden entweder auf dem Gfe- 
biete aueh der einfachsten Anwendung zu bevormunden und ikn so in 
der Entwiekelung eigener Initiatiye zu beeintrachtigen; oder sie ver- 
lieren sich in einer vom rein wissenschaftlichen Sfcandpunkt zwar be- 
rechtigten, minutiosen Analyse, deren Formelapparat, um nieht zu sagen 
Wust, aber den Studierenden verwirrt, und ihm den tfberblick dea 
logisehen Grundgerippes erschwert. Diese Disziplin soUte dea- 
halb aufgeteilt werden und zwar so, dais soweit sie noeh Festigkeits- 
theorie einbegreift, diese an die technische Mechanik, die Therm o- 
dynamik an die technische Phyaik, die angewandte Thermo dynamik 
und Maschineniekre an die betreffenden Fachdisziplinen abgetreien 
wiirden. 

Es sei gestattet, nebenbei einen individuellen Vorschlag des Vor- 
tragenden zu zitieren, der darin besteht, die technische Mechanik 
dureh Aufnahme all der feststehenden Satze der allgemeinen Physik 
zu erweitern, die zufolge ungezahlter Verifikation nicht eines er- 
neuten experimentellen Beweises fiir den Horer bcdiirfen, vielmehr als 
allgemeine Satze an die Spitze eines deduktiven Systemes gestellt 
werden konnen, wie etwa die Newton'schen Satze in der Dynamik. 
Hiemach konnte der techniscken Mechanik neben dem biaher behan- 
delten StofF zufallen die Thermodynamik mit Einschlufa der Theoris 
idealer Gaae und die Elektrostatik und Dynamik, sowie der Magnetismus 
idealer Korper. Diese Einteilung wurde gestatten, dem Horer 
Ton Anbeginn an den Begriff der Energie in seiner All- 
gemeinheit zu vermitteln. 

Der teehnisehen Physik yerblieben dann vorzugsweise die Mefs- 
metkoden und die esperimentell-mathematische Erforschung neuer, 
technisch wichtiger Erscheinungen. 

Hier ist nun der Ort, eine wiehtige Einsehrankung und eine 
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ernste auf folgenden Motiven beruhende Wariiung Yor Ubertrei- 
buQgen auszuspreciien, 

1. Die Techniker siud kein homogener Benifastand wie die Juristen, 
die Mediziner und audere. Ein grofser Teil der Teclmikerscliaft bort 
im Laufe der Zeit auf, eigentlich teehuiseli zu arbeiten, tiiid mufs sicli, 
den Anforderungen des Grofebetriebea entsprechend, entweder der reineii 
Verwaltuiig oder der kaufmaiiniBchen Tbatigkeit widmen. In beiden 
Ptllleii bort die wissenschaftliolie Arbeit fast ganz auf; die Carriere 
und der objektive Erfolg der Wirksamkeit auf diesen (Jebieten hangen 
mit der techniaeben wissenschaftliclien Bildung dea Betreffenden nur 
sehr lose zusammen. Der klare, ungebrubte, praktiscke Blick, Mensehen- 
kenntnia, Energie sind hier allein mafegebend. Wir konnen diesen 
Fachgenosaen den Titcl Techniker niclit abaprechen, ilire TMLtigkeit 
ist fUr das Gedeihen der Technik ebenso urtentbehrlich, wie die des 
Konstruktenra, aueh konnen wir den betreffenden Aapiranton den Zu- 
tritt znr Hoehscliule nicht wehren. Der intellektuelle Wert einer 
tiiehtigen mathematisctien Sckulung wird aucb hier unbestritten bleiben, 
jedoch rein in logischer Beziehung. Wir durfen una nieht wundern, 
wenn diese grofsere Halfte der Abiturienten das ihnen an der Hoch- 
schule verabreiehte Mafs an reiner und angewandter Mathematik fiir 
zu hoch findet und statt dessen eher Vortrage fiber Vcrwaltungarecht, 
BueKhaltung, Kostenbereehnung und ahnliehes in das Programm auf- 
genommen zu aehen wfinacht. Man konnte glauben, dafs man diesen 
Wfinachen durch ent«prechende Verlangerung der Studienzeit gerecht 
werden konnte, allein mit seltener Einmutigkeit wendet sich eine grofse 
Mehrheit der Doeenten sowoll wie der Praktiker gegen die Tendenz, 
den Techniker noch langer als bisher auf der Schulbank zurlickbehalten 
zu wollen, mit dem Hinweis auf das bedeutend niedrigere Lebensalter, 
in weichem unsere englisehen und amerikanischen Fachgenosaen in die 
Praxis eintreten. Es sei als Symptom nehenbei erwahnt, dafs eine 
wiederholte fiirmliche Abstimmung, die der Vortragende unter seinen 
eigenen Studierenden yeranstaltete, stets den Wunsch hervortreten liefs: 
es sei die Mittelschule zu kiirzen und das Hoehsclmlstudium zu verlangem. 

2. Wenden wir uns nun zur kleineren Halfte, zu den wirk- 
lich ausiibenden Tecbnikern. — Abgeaehen von dem event, da- 
zwiachentretenden Militardienst, oder einer praktischen TMtigkeit in 
Maachinenwerkatatten etc. vergehen mehrere Jahre, bevor der junge 
Mann die Schwierigkeiten dea Anfanges fiberwunden, Beweise seiner 
Tuehtigkeit erbracbt und eine einigermal'aen selbstandige Stellung sich 
errungen hat, in weleher nun die Vorteile seiner allgemeinen Aus- 
bildung zur Geltung kommcn soltten, Nichts ware Dim erwunschter, 
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ala, der Tendenz der Hoehsehulbildniig folgend, die ihm vorgelegten 
Probleme wiBsensehaftlich. zu analyaiercn und sieh in streng systema- 
tischer Weise der Losung za nahem. Allein da tiirmeu sich zwei 
nicht vorhergesehene Schwierigkeiien vor ihm auf. Die erste 
bildet der Umstand, dafs er njeht rnir fur den teclmiBchen, son- 
dem aiAcli fiir den kommerziellon Erfolg zu bUrgen hat, d. h. 
dafa er so billig wie moglich produzieren mufa. Und zwar gilt dies 
niebt blofs von dcm hergestellten Objekt, sondem auch von seiner 
eigenen Arbeit. Br ninomt mifc Sehrecken gewahr, dafs die Praxis 
ihm zu einer syatematiseben Untersuchung die Zeit zu gewabren 
durebaus niebt gewillt ist; im wilden Konkurrenzkampf, dem aucb 
seine eigene Leistung unterworfen ist, wird er mit unwiderstehlicher 
Gewalt der Empiric in die Arme getrieben. 

Die zweite Scbwierigkeifc ist zum Teil snbjektiTer Art. 
Auf die Hocbscbule folgen, wie acbon erwahnt, einige streage Lehr- 
jahre. Wie im Kriege die Kiinste, so mbt hier das an der Scbule 
erworbene systematische Wissen. Die dem menscblichen Gtehim an- 
vertrauten Eindrueke gleichen lei der in so mancber Beziebung der 
Scbrift im Sande. Wo es gilt, mit dem Wiasen beranazuriicken, findet 
man in der Regel, ea aei dasselbe nicht mehr recbt prasentabel imd 
miisse wieder aufgefriscbt werden. Wir wollen annehmen, es aei die 
bierzu notige Energie vorhanden, und die sehr allgemeine menschliche 
Schwache iiberwunden. ■ — Dann erlebt unser Teebniker die zweite, 
aber niebt die kleinere Enttauaebung. Er maeht sieh daran, die Er- 
acbeinung nach Mafs und Zahl zu untersuchen, er fafst das Problem 
in eine Anzahl mathematischer Relationen zusammen, die in der R«gel 
die Gieatalt von Differentialgleichungen annehmen. Allein er findet, 
dafs ibm die Fahigkeit abgeht, diese Gleichungen mit den angelemten 
Mitteln zu integrieren. Er sieht sein Kollegienheft diu-eh, er blattert 
in den Kompendien und konatatiert, dafs die dort behandelten Probleme 
in der flegel die einfachsten Spezialfalle darstellen, wabrend die Praxis 
von ihm, wohin er nur blicken mag, die Losung der verwickeltsten 
Komplikationen fordert. Eine weitere Vertiefung zeigt ihm, dafs z. B. 
fast jedes Problem des Maschinenbaues unyermerkt in das Gebiet der 
mathematisehen Physik hinflberfiihrt; diese zu beberrscben, reicht aber 
im Durchschnitt weder seine Kapazitat, noch weniger die knappe Lehr- 
zeit bin, unser Teebniker sieht sich vor den wissenschaftlichen 
Bankerott gestellt. 

Der irrige Glaube an die Allgewalt dea matbematiseben Apparates 
kann selbstverstandlieh nicht den betreffenden Disziplinen zur Last 
gelegt werden; indessen mogen die Hinweise auf die Grenzen ihres 
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Wirkungsbereiches sparlicher angebracht werden, als dies die Vorsiclit 
erheiaclite. Die iiblen Erfahrungen, die dem in einer Illusion Be- 
faiigenen nichb erspart bleiben, haben viclo dazu geftihrt, das Kind 
mit dem Bade anszuaehiitten. So muTste sich die letzte Gfeneralver- 
saminliuig des Vereins deutscher Ingenieure mit dem Antrage befassen: 
es solle an den technischen Hoehschulen eine obligatorisclie Vorlesimg 
iibor elementare Ingenieurmabhematik und Mechauik eingefuhrt werden.*) 
Der Verein lehnte den Antrag, eingedenk der Aufgaben einer Iloch- 
sclll^le, ab. In der That muTs man vom Techniker verlangen, dafs er: 
1. den BegrifF einer Punkfcion kenne, 2. dafs er im stande sei, Infini- 
tes imalbetraehtungen korrekt dttrehzufiiliren. Allein der Antn^ gab 
doeh zvt einer heftigen Diskusaion Veranlassung. leh kann auf Gfmnd 
eigener Beobaclitungen konstatieren, dafs die iibergrofse Mebrheit der 
Teehniker in der Praxis die hoheren und vor allem rein analytischen 
Methoden abstreift, um siek den elementaren oder den goometrisch- 
sjathetiscken zuznwenden. Diese Seken vor der Analysis wird dem 
Matkematiker von Bemf unbegreifKeli ersekeinen, vielleickt lun so mehr, 
wenn wir eingesteken, dafs es so kaufig sehon das der Aufgabe fremde 
Ko or dinaten- System und die bekannte Gruppe von Kosinus-Relationen 
fiir Koordinaten-Tranaformation sind, die uns abachrecken. Die Sekwierig- 
keit liefse sick umgeken, wenn man dem Rat eines bedeutenden Ge- 
lehrten folgte, invariant zu denken, okne dcskalb invariant 
reeknen zu miissen. Allein die Trenmmg dieser beiden erheischt 
eine so souverane Bekerrsehung des reckneriscken Apparatus, wie sie 
dem Techniker nickfc zn Gebote steht. Da wo die tecknische Litteratur 
ihre eigenen Ffade wandelt, hat sie sich denn aneh ganz den synthe- 
tischen Methoden zugewendet. Beiapiele hierfiir bilden die graphischen 
Methoden in den Baukonstruktionsfachem, die Gesehwindigkeitaplane 
des Turbinenbanes, die Sekieberdiagramme fiir Dampfinasckinen und 
die sogeuannten Vektordi^ramme in der Elektroteehnik. 

Ich moehte das Gesagte in folgendem Satz zuaammenfassen: 
Wenn wir iediglich die Riieksicht auf die praktisehe An- 
wendbarkeit walten lasaen, so mufs zugegeben werden, dafs 
die teeknischen Hoehschulen in ikren reglementarischen Stu- 
dienplanen an mathematischen Disziplinen, inabesondere 
hinsiehtlich der analytischen Methoden fflr die grofse Mekr- 
heit der Techniker zu viel, umgekehrt, wie oben nack- 
gewieseu, fiir eine kleine Minderkeit zu weaig bietcn. 

Fiir den grofsen Durchschnitt kommen diese Disziplinen im Wesen 

") Vgl. Schweiz. Bau-Ztg. Bd. SXIX S. 147, Bd. XXX S, 15. 
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nur Termoge ihrer allgemein bildenden Eigenschafteii in Betracht, und 
es kaim die Folgerung nicht umgangen werdec, daTs Kompromisse 
nieht nur beziiglieh ihrer Aiiadehimng, sondern aueh ihrer Methoden 
im Iiiteresae einer harmoniaehen Geaamtausbildimg gebofcen sind. Bin 
Herabsteigen von der hohen Warte hochster begrifflicher Strenge zu 
den naiveren Ansehauungen der ersten Begriinder, ein moglichBt fiiiher 
tFbergang zu praktischen Aaiwendungen, vor allem aber ein langes 
Verharren bei den Grundprinzipien und eine weitgehende Einschrankung 
des Umfanges nach oben bin waren etwa die Wiinsche, die wir im 
Iiiterease jener grofaen Mebrbeit der Techniker zu stellen hatten. Dafe 
bei der Feststellung dea Umfanges vor allem die Ratsehlage der be- 
treffenden Fachlehrer zu beriicksichtigen aind, versteht sich nach Obigem 
von selbst. 

3, Die Opposition dor Praxis fufst des weiteren auf folgeiidem 
Grrunde: Es besteht ein wesentlieher Unterschied aueh im wisaen- 
schaftlicben ScLaffen des Technikers und des Mathematikers 
oder Physikers, Es wird auf dem Gtebiete des Maschinenwesens nie, 
oder nur in aul'serordentlieh vereinzelten Fallen gelingen, eine neue 
Konzeption auf den ersten Wiirf in die Prasis umzueetzen; kommen 
doch hier Einflusae ins Spiel, die jedem wissenschaftliehen Anaatze 
apotten. Ein gutes Beispiel hierfur bildet der neueste Warmemotor. 
Auf den unantastbaren Grundlagen der Thermodynamik fufsend, ent- 
■warf Ingeuieur Diesel einen Kreisprozefs und eine Warmemaachino, 
die an Wirtschaftlichkeit alle hisher vorhandenen weit iibertreffen 
soUte.*) Ein Konsortium stellte dem Erfinder unbeaehrankte Mittel 
BUT Verfugung. Die ersten AutoritSteu der technischen Wissenschaft 
erkannten die Richtigkeifc des Grundgedankena au. Es begannen die 
ersten Verauche, die fehlsclilugen; Masehine auf Maschine wurde neu 
entworfen, Jahr fiir Jahr verging, und im Verlaufe dieses harten 
Ringens broekelte ein Stuck des Idealea nach dem auderen ab, eine 
Konzesaion lun die andere mufste an die harte Wirkliebkeit zugestanden 
werden; eine gewaltige Simime verscbwand, bis der erate betriebsfahige 
Motor dastand. Und warum dies? Weil die Schwierigkeiten des 
Sehmierens zu iiberwinden waren, well ea so lange ging, einen Ver- 
brennungsprozefs zu erzielen, der theoretisch leicht verwirklichbar er- 
sehien. Vier muhevoUe Jabre dauertc es, bis die Idee in Stahl und 
Ejsen gekleidet war, und das Verdienst des Maschinenbauers acbeinfc 
mir bierbei nicht geringer, ale das des urspriinglichen Erfinders. 

Palle dicBer Art fiihrtea den mebr intuitiv arbeitenden Techniker 



") S. Sehweiz. Bau^Ztg. Bd. XSIV 8. 66. 
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zum bekannten Ausspruch: Probieren geht vor Studieren. Der 
Ausspruch iibertreibt mafsloB, enthalt aber ein Kornlein Wahrheit. 
Der Hinweis auf die Notwendigkeit dea Versuches ist dae Wahre an 
ihm; die grofae Bewegung fiir Ingenieurlaboratorien basiert auf diesem 
leitendeu Prinzip. Die esperimentelle Forscliung und die Mefskunde, 
aiicb wieder in Gestalt technischer, vereinfacMer Methoden, erhalten 
im TJnterriclitaweaen eine erhohte Bedeutung, der fiir sie an seltaffende 
Platz im Unterriehtaprogramm wird notgedrungen nur auf Kosten aller 
ubrigen, also aueb der matbematischen Disziptinen, zu gewinnen sein. 
Nachdem im Obigen die Interessen der Majoritat besprochen 
wurden, bleibt uns iibrig, aueb die Fabiie der wissenschaftlieb arbeiten- 
den, teclmiBeben Minoritat hochzuhalten. Man pflegt die Mitglieder 
derselben als die Stabsoffiziere der Technik zu bezeiciinen, welcber 
Vergleicli aber in mehrfacher Beziebung hinkt. Weder ist ihre oko- 
nomiscbe Stellung gegeniiber anderen Bemfsgenossen eine bessere, noch 
aueb fallt ihnen die Aufgabe ansschliefslicb zu, die leitenden Ideeu 
fiir den techniscb-strategischen Auftnarseb anzugeben; Tielmebr wird 
haufig ibre ganze Vorarbeit dureb Seitenaprilnge keeker Erflnder, die 
dann, nm das Bild fortzusetzen, niit verwegenen Husarengeneralen zu 
vergleicben waren, zu niehte gemaebt. Es ist Thatsache, dafs die 
wissensebaftliche Arbeit, es sei denn, dafs sie tod her vor rage ndeo Er- 
folgen bcgleitet ist, in der Praxis seblecht entlohnt wird, und eben 
darum bildet die Minderheit, die ibr obUegt, gewissermafsen die Gmppe 
der technisehen Idealist^n. Merkwiirdigerweise ist an den teebniaeben 
Hochsehulen bis jetzt wenig fiir sie gethan worden. Vielfaeb begniigt 
man sieb zu konatatieren, dafs ein junger Mann Talent und emstes 
Streben zeige, und iiberlafat ihn seinem Schicksal mit dem Hindeuten, 
er werde achon von selbat seinen Weg flnden. Gegen diese Auffaaaung 
bat der Verein der Ingenieure Stellung genommen in seinem Beschlufs, 
dafs die teebniscke Hocbschule zwar vor allem den Bediirfnissen des 
grofsen Durebsebnittes Recbnung tragen, dafa sie aber aueb die Mittel 
fur die hoehste wissenschaftliche Ausbildung derer gewahren soUe, die 
eine solehe anstreben. Man kann diese Forderung nur aus voUem 
Herzen unterschreiben. Hier ist ein dankbares Feld fiir Aufklarung 
in hoherem Sinn. Fiir diese Minderheit reicht der Umfang uaseres 
normalen Studienplanea niebt bin; sie ist bei Zeiten aufzuk^ren, dafs 
mit der Bewaltigung der Elemente der boberen Analysis erst die Vor- 
balle eines herrbchen Gebaudes betrefeen iat. Fiir diese Bevoraugten, 
welchen auch die Guter schaffende Praxis im Dienste der Wisaenschaft 
zu verharren gestattet, ist nichts zu gut, und sie soUten nicht, mit 
mehr oder weniger gelindem Druok, von der Scbule 
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werden, als sei der von vornherein fiir die Praxis verloren, der wissen- 
sehaftliche Ideale hegt. Dafs, iiebenbei gesagfc, die teehnisehen Hoch- 
sclnilen solbst gesoniieit sind, diese Minderheit zu den Hohen der 
Wissenacliaft hinaufzufuhren, ist von selbst klar; die vielleicht mifs- 
verstandliche Auffassung, als seien die Universiiiiten gewilit, ihnen 
Lierin Konkurrenz zu maehen, mufste eine Opposition hervorrufen. 
Die bisherige Darlegung erschopft aucb fiir unsere Skizae die 
. der Technik zur Matliematik nocb niebt. So wenig der 
die Abstraktion einea nur dem Gresetze von Anfrage 
■and Nacbgebot geborebenden, mit alien Sinnen nur auf den Erwerb 
gerichteten, organischen Sebemens im Sinne der Nationalokonomie iat, 
ebeiiso wenig gebt der Tecbniker in der Betrachtung seiner Mefslatten 
oder Riemseheiben und Stehlager auf. Aucli wir fuhlen uns als 
Glieder des Teiles unserer mensclilieben Gemeinsebaft, welcter ein 
Bildungsideal beaitzt. — Die Fi-age, wobin die Entwickelung gebt, 
welebe Stellung der einzelne als etbiscbes Wesen einaunebmen hat, 
welcbes die letzten G-riinde unseres Handelna seiu mussen, bewegt uns 
ebenso tief, wie andere gebildete "it n le Im R n^en naeb einer moti- 
vierfcen Weltanschauung werden al er f i uns be AufscMusac der 
exakten Wissenscbaften vor allem mafsgel end &e n denn mehr als 
andere kommen wir in die Lage nser Lei en un Grlauben an die 
Konstanz der Naturgeaetze aufs '^j lel z i uetzen d e Sicherbeit des- 
selbeu einer mafebematischen Relat n d e mserer Konstruktion zu 
grunde lag, anauvertrauen. Nur m Boden dt-r exakten Wissen- 
scbaften ber, fur welebe wieder d e Matbematik dei Lebensnerv ist, 
entspringt fiir uns eine einwandfieie Eikei i tnis sie smd nach meiner 
Auffassung berufen, das letzte Wort n alien Fia^f nach dem Wesen 
der Dinge zu sprechen. Dafs aucb biei v lesl ge \ erallgemeinerungon 
auftreten konnen, die uns verwinen und leprini eieu mufs zugegeben 
werden. Die Welt nach dem Bildo D bois Rejmond's, aufgeiiist 
in ein Wirrsal reinen Centralkraften unterworfener Atome und Mole- 
kiile, deren Bewegungsgleichungen aucb schon durch einen iiberlegenen 
Geiat integriert gedacht werden kiinnen, ist eine trostlos ode Grund- 
lage fiir eine ethisehe Weltanscbauung. Allein wir lesen in der Thermo- 
dynamik des Herrn Poineare, dafs diese Annahme unzulassig sei. 
Er weist nach, dafs sehon die ErMarung des Satzes von Clausius 
auf mechanischem Wege nicht stichbaltig ist. — Hinter dem einfacben 
Atom, der einfacben Centralkraft ist also noch etwas anderes, vielleicht 
ein anderes Prinzip, vielleicht eine endlose Mannigfaltigkeit zu ver- 
muten. " Wenn sich dies bewabrheitet, dann ware der unwissen- 
schaftlicbe Materialiamua Qberwanden. Und die Hoffnung hierzu 
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schopfen wir niclit aus den Aussagen der Mystlker, oder aus meta- 
physisehen Syatemen: sie wird una vermittelt als Itesultat der hoctisten, 
besbkoiitrollierten, wissenschaftliclieii Abstrakfcion, die wir kennen. An 
diesen Fragen werden auch wir Teehniker immerdar das hocliste 
Interesse nehmen; wir sind dazu durch iinsere Vorbildung inehr als 
andere Stande bereehtigt, ich mochte sagen verpflichtet; sie schlingen 
ein femeres Band um Sie und die Itnen sebon so nahe stebende 
Tecbnik. 
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Ein neuer gyroskopischer Apparat. 



Das von mir konstruierte neuc Gyroskop ist auf demselben Prinzip 
begriindet, wie das perimetrische Gfyroskop von Sire. 

Ein sehwerer Kreisel A (Fig. 1) stiitzt aich mifc seinem Rande M 
an eine breite vertikale kupfemc Kohre B, wobci an der Peripherie 
des Kreiacis in den Beriihrungspiinkten ein Gummiband MN an- 
gebraehfc ist. Am vmtern Teile 
des Kreisels befindet sicJi eine 
Bolle D, an welcker ein unend- 
liclier Gmnmiriemen sich be- 
findet, der dem Kreisel gestattet, 
sich mit Hilfe des Rades E an 
dreheii. In der EoUe D ist 
eine konische Vertiefung an- 
gebracht, dureh welehe der 
Kreisel sich auf die unbeweg- 
liche Spitze stutat. Der 
Radius jR der Rohre B kommt 
an Grofse dem Radius r der 
Peripherie MN sehr nahe. Auf 
Fig. 2 ist dargestellt ein dureh 
den Punkt M gehender hori- 
zontalor Durchschnitt des Ap- 
parates. Der Punkt liegt hier 
auf der Axe der Rohre B, dar 
gegen der Punkt A auf der 
Axo des Ereisels. 
Wenn der Kreisel sieh in der Rohre B dreht, so beschreibt der 
Punkt A uni C einen kleinen Kreis mit dem Radius B — r. 




y Google 




B. Vortrage der Sektionssitzungen. 273 

Wenn wir mit to die Winkelgeschwindigkeit bezeichnen, weiche 
durci. den uneiidliclien Riemen dem Kreisel in der Richtnng des Uhren- 
zeigers mitgeteilt wird, so wird aicli der Punkt A 
ill dem oben erwahnten Kreise mit der linearen 
Geschwindigteit wr in einer der Bewegnng des 
TJtrenzeigers entgegengesetzten Eicbtung bewegen. 
Die Winkeigescbwindigkeifc dieserDrehbewegungist: 

Diese Winkelgeschwindigkeit ist selir grofa, da c 

Differenz E — r nach der Vorausaetzung sehr 

gering ist. Mit dieser Winkelgescbwindigkeit wird sieh aucb die obere 

Spitze F des Kreisels (Fig. 1) nm die Vertikallinie os dreben. 

Auf der Axe os kann man einen Korper Q anhangen, der mit 
Hilfe einer horizontalen Nadel L YOn F sine Drehbewegung mit der 
Winkelgesebwindigkeit ro' empfangt. So erbalt man einen sebr ein- 
fachen Apparat, welclier eine schneile Drehbewegung verleiht. Die 
treibende Kraft dieser Bewegungsiibertragung wird erbalten dureh 
die Reibung im Punkte M, welcbe, dank der centrifugalen Kraft des 
Kreisela und dem gyroskopischen Effekte desselben, sehr bedeutend iat. 

Bezeichnen wir mit K das Tragbeitsmoment des Kreisels um seine 
Axe DH" und mit K' das Tragheitsmoment des Kreisels um die Axe 
DJ, wo DJJl. DF, so wird das Moment der den Kreisel an die 
Rohre B driickenden Kraft sein: 

wo A = OA. 

Die Grofse der Reibungskraft aber, weiche als die treibende 
Kraft uiiseres Apparates erscheint, wird sein: 

wo f der Koefflzient der Reibung iat. Diese Kraft wird, wenn ra grofs 
und li — r klein ist, sehr bedeutend. 
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Isaac Barrow et la methode inverse dos tangentes. 

Pill- 

H. Gr. Zeitthbn a Copenhague. 

Celui qui desire savoir jusqu'a quel point le champ etait prHpare 
aux createurs du calcul infinitesimal, Newton et Leibniz, n'en trouvora 
aueun meilleur temoin que leur predeeesaeur immediat Isaac Barrow 
(1630 — 1677), rami et le maitre de Newton. Dependant pour connaitre 
I'etendue et la port^e de cette preparation, il ne faut pas bomer i'etude 
de ses Leetiones geometrieae pames la premiere fois en 1670 aux 
ameliorations qn'on y ia-ouve de la difPerentiation de Fermat. CeUes- 
ci semblent etre dues en grande partie aux suggestions de Newton, 
qui poss^dait alors des regies encore p!us developpees pour ti'Ouver 
les «fiuxions» et qui savait deja en faire des applications tres importantes. 
II faut avant tout ehercher dans les Lemons de Barrow les applications 
tres etendues qu'il sait faire de considerations et de methodes en usage 
ayant Newton et Leibniz, les rapports qu'ont ses rechercbes avec 
eelles de ses propres pr^deeesseurs, qu'il eite loyalement, et lea maniferes 
de voir, propres a, lui, qui auront servi a preparer eelles de son 
grand ^eve. 

Barrow tient avant tout une place asaez remarquable dans le 
developpement de I'idee du caractere inverse des operations qui servent 
a resoudre les problemes des tangentes et les problemes de quadratures. 
M. Paul Tannery a fait remarquer que la connaissance de cette 
relation inverse etait alors au moins depuis vingt-cinq ans une idee 
dans I'air. On le voit par la proposition du probleme inverse des 
tangentes et par les reflexions que Descartes attaebe aux problemes 
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de cette nature. Cependaiit on ne donnaifc aucune expression precise 
a, cette relation et on ne savait pas en tirer avantage oil il y en avait 
besoiu. Les applications de Tintegration par parfcie de Fermat et 
Pascal restaient par exemple trcs limitees parce qn'ils ne savaient pas 
combiner cette opei-ation avec la differentiation inveniee par le premier 
de ees savants, Barrow an contraire savait exprimer fonneUement ce 
caraetere inverse, ee qui n'amoindrit pas les meritea de Newton, qui 
de son cote a donne le premier aux deux operations leur ordre 
convenable. La differentiation (formation des fluxions) est depuis 
ses grandes decouvertes I'operation direete, eelle qui s'execute d'apres 
dea rfegles resultant imm^diatement de sa definition; la quadrature, 
appelee plus tard integration, est I'operation inverse, qui aera facilitee 
par la eonnaissanee anterienre dee resultais d'un certain nombre de 
differentiations. 

Revenons a Barrow. Non seulement il nous enonce formeUement 
le earactere inverse qui nous occupe; il nous fait voir encore comment 
cette id^e s'eat developpee chez lui par une eombinaison de considerations 
dues it des geometres anterieui^. Nous sommes renvoyea a cet egard 
aux idees qui ont donne aus cultivateurs modemes des recberehes 
infinitesimales des avantages essentiels sur leurs modules dans I'anti- 
quite. Ces avantages etaient dus a deux cireonatancea. L'une est 
I'enorme developpement du calcul qui avait eu lieu sous I'influence des 
metbodes des Hindous et sous la pression des deuiandee croissantes 
de I'astronomie. La eonnaissanee des quantites negUgeables, l'une par 
rapport h I'autre, dans les ealeuls nunieriques, devait developper I'idee 
de quantites negligeables memes dans les reeberebes exacfces, II n'est 
done pas fortuit que ce soit le grand calculafceur Kepler qui ait le premier 
rendu des infiniments petits I'objet direct de ses operations, et que 
Briggs I'en ait compliments dana un temps oft la plupart des savantiS 
lui ont fait des reproches de cette violation des anciens principes de 
demonstration. 

L'autre avantage sur I'antiquite eonsistait dans 1 'introduction imme- 
diate de Videe de la variation continue, qui a cause de la representation 
geometrique devait se presenter sous forme de mouvement. Depuis 
Zenon d'Elea la geometrie aneieiine avait abandonne volontairement 
cet avantage commc moins exacte. II etait naturel d'y revenir a 
une epoque oil Ton eommeu^ait a Studier directement le mouvement 
physique et a y appliquer la geometrie. Les rechercbes en partie 
mathematiques de Galilee et de Torricelli sur le mouvement pbysique 
ne manquaient pas d'influer reeiproquement sur la geometrie infini- 
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tesiinale. C'est aux travaux de ces deux savants que Barrow, qui 
les cite expressement, a attache immediatemeat la deeouverte dont 
nous venona de parler. 

Eappelons a cet egard que Galilee, pour trouver I'espace parcouru 
d'une vitesse uniformement acc^er^e, represente le temps t par des 
al^scisses, la vitesse v par les ordonnees eorrespondantes d'une ligne qui 
devient dans ee cas particulier une droite; alors I'espace e parcouru pendant 
le temps t sera represente par I'aire du triangle limite par cette droite, 
par Tordonnee correspondante a ee temps t et par I'axe des abscisses. 
La fcrajectoire d'un corps lance horizonfcalement, etudiee aussi par 
Galilee, represente d'une autre maniere la relation entre les memes 
trois quantites t, e et v. Pour plus de commodity nous appliquerons 
cette nouveUe representation a la nieme figure, ce qui nous est possible 
parce qu'on peut egaler a ( I'abseiase du point mobile restant propor- 
tionnelle a t. L'ordonnee aura la valeur representee anterieurement, 
dans le cas d'un corps tombant, par e. C'est a la demiere figure que 
Torricelli a attache sa determination de la tangente d'une parabole, 
determination qu'il a ensuite generalisee, lui comme Roberval. Le 
rapport v des Titesses Ycrticale et horizontaie sera egal a eelui de 
l'ordonnee e et de la sous-tangente. Voila une nouveUe representation 
de la relation entre les trois quantites t, e et v, eelle que nous ecririous 
r^-jT, tandis que nous ^eririona la premiere e=Jvdt. En substi- 
tuanfc a la vitesse uniformement acceleree une vitesse dependant d'une 
maniere quelconque du temps, on aura precisement le caractere r^ei- 
proque, qui nous occupe. 

C'est de cette maniere que Barrow I'a obtenu. Cependant il ne 
se borne pas a cette demonstration cinematique; mais il en doune plus 
tard aussi une demonstration gfometrique. Cette fois il reunjt, lui 
aussi, les deux courbes dans la meme figure. Soient j/ et u les 
ordonnees de deux courbes passant par I'origine qui correspondent a 
la meme abscisse x, et soit donne que I'aire limitee par la eourbe («), 
l'ordonnee v et I'abscisse x, est egale a ay, a etaut eonstante. Alors 
on aura pour determiner la sous-tangente: 



Barrow montre en effet, par la consideration de points places sur la 
eourbe ijf) des deux cotes de M, que la droite determinee par cette 
valeur de St reste du meme cote de la eourbe («/). 

II regarde express^ment I'une des deux courbes comme arbitraire, 
ce qui revient a regarder y ou v comme une fonction absolument 
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arbitraire f(x) ou ^(x) de x. 11 combine d'une maniere 
deux courbes rapportees a des coordonnees polaires. 

Nous avona deja dit que Barrow ne sait pas faire de cette de- 
couYerte le meme usage important que Newton. II en deduit plusieurs 
propri^tes geometriques et infinitesimales de courbes quelcouquea ayant 
Tone avec I'autre des relations donnees, progr&s tres considerables 
alors, mais qui ont perdu leur iuteret particuUer depuis que le calcul 
infinitesimal nous a ouvert des points de vue encore plus generaux, 
Avant tout, sa decouverte etait pour lui la clef du probleme inverse 
des tangentes. Pour le voir il suffit de considerer quelques exemples 
de eette application. 

La decouverte dont nous nous sommes occup^s, reduit inunediate- 
ment a une quadrature la determination d'une fonction 1/ aatisfaisant 
a I'equation 



dy _ 



■m, 



oil notre sjmbole -r— remplace simplement le rapport -^ ■ Une serie 
d'autres th^oremes sei-virait d'une maniere semblable a reduire a des 
quadratures d'autres equations differentielles. Cependant, quoiqiie 
Barrow signale express^ment un tel usage des theoremes de sa onzieme 
Le§on, nous serious exposes a I'etendre au dela de ses propres in- 
tentions. Je pr^f%re done m'oceuper des questions qu'il propose 
expressement sous forme de problfemes dans le troisieme appendice 
a la 12^ Le^on. Les deux premiers de cos problemes se reduisent 
immediatement a I'equation -|- = f(x) , dont nous venons de parler. 

II I'applique par exemplo au cas de -^ = —= . ■■.. , qui est resolu 
par 1/ = rt arc cos — , toutefois sans cette notation. Vient ensuite I'equa- 
tion Si = /(a;) resolue par les quadratures que nous exprimerions par 



/ dx __ rdy_ 
n^) J y ' 



Barrow ne se borne pas iei a repr^senter le second membre par une 
aire hjpcrbolique , mais lui attribne expressement les proprietes 
logaritbmiques et y joint quelques applications de la theorie connue 
des logaritlimes. Dans le probleme suivant qui conduit d'une maniere 
semblable aux spirales logaritbmiques, il rapporte expressement une 
aire semblable aux logarithmes. Remarquons encore qu'il designe 
arbitraire la limite inferieure c de I'aire byper- 
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Taolique. Cela ne vient pas du reste d'un sentiment du besoin general 
d'une constante arbitraire dans I'integrale d'une equation differ entielle. 
II I'infcroduit pour eviter I'aire hyperbolique inflnie, qu'on obtiendrait 
en prenant siniplement z6ro pour limite inferieure. 

Les problemes IV — VI se rapportent a des eoordonnees polaires 
(que nous dcsignerons par r et &): 

V -i = — - VI S, = f(®) 

Les theoremes suiyants se rapportent a des conibinaisona des deus 
especes de eoordonnees. 

Tous les problemes se reduisent a des quadratures par unc simple 
separation des variables. Barrow a fini par voir qu'il esiste a 
eet egard ime methode generale. Le theoreme IV du dit appendiee 
reduit I'equation 

aux quadratures 

f<p{ti)dy=J'f{x)dx. 

Dans line note ajoutee il appelle ce tbeoreme faecundissimum et se 
reprocbe son aveuglement {a^Xsipia), parce qu'il n'a pas vu qu'il comprend 
la plupart des autres, a temps pour en commencer. 

Citons encore les esemples stuvants des problemes les plus 
compliques que Barrow sache reduire a des quadratures; 

5-/(?) 

ou m est le segment x — y -j- intereepte par la tangente sur I'axe 

s = fix) — y 

I longueur de la courbe. 
La premiere de ees equations est integree dans le tbeoreme XI 27 



-//■(»)<*!/, 



dans le 2" probleme des additions faites a la seeoude 
edition de ses Lemons parue en 1674. — 

On voit que Barrow avait deja traite le probleme inverse des 
tangontes d'une maniere assez generale pour eomprendre toutes les 
communications que fait Leibniz dans sa celebre correspondance avee 
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Newton (1675— -1677). Alors Leibniz possedaifc la premioro edition 
des Lemons de Barrow; mais qu'il n'y puise pas ses suggestions, on 
qu'il n'a du moins aucune conscience de suggestions de ce cote, devient 
clair precisement par la circonstanee qn'il fait ces communications a 
Newton, et qu'il conserve jusque dans sa demiere lettre rillusion de 
dire quelque chose de nonveau a Newton sur cette matiere. II a 
meme sugg^re la meme illusion a des lectenrs de notre temps. De 
I'autre cote Newton poasedait alors sur ce point non seulement tout 
le eavoir de Barrow, mais une theoiie generale des equations diffe- 
rentielles. On la trouTe dans la Methodus fluxionum, redigee en 
1671, oil ayant observe que seulement en des cas tres particuliers on 
peut reduire ces eqiiations a des quadratures, il fait du developpement 
en series la base d'une tlieorie embrassant toutes ces equations. On 
voit du leste, un peu plus tard, dans ses Prineipes que Newton ne 
neglige nuUemeut de reduire les questions a des quadratures quand eela 
est possible, et qu'il y possede des moyens beaucoup plus developpes 
que ceux de Bairow. 

C(.& differents degres jus qu'aux quels les deux emules ^taient arrives 
a cette epDque, ou Newton avail I'avance non seulement de I'age mais 
enLOie plus ceUe de la piepaiation particulieie dans cette direction, se 
presentent elairement dans ladite i^orrespondanue Leibniz communique 
ivec empres^ement a Newton qad possede des moyens de rcsoudre le 
piobleme de T)eBcauue, qui avait tant mttresse les geometres frangais, 
et dauties problemes appartenant i la methode inverse des tangentes, 
problemes qui ne se picsenttnt pis selon lui a la niethode dea series in- 
finies que Newton venait de lui commuuiquer Newton lui repond qu'il 
n'a pas besom de cette methode particuliere pour un probleme aussi 
simple, ni non plus dans le cas ou une relation est donnee entre deux cotes 
du triangle caractenstique (equation difterentielle renfermant y et j^ ; 
mais qu'Q en sera autremcnt, si aussi I'abscisse x j entre. D'apres 
la forme de cette reponse Leibniz n'a pas absolument tort en 
lui objectant I'equation 8t = f{y) — x ; mais comme cette equation 
rentre dans lo cadre de ceUea que Barrow savait resoudre (elle 
ressemble a eeUe de XI, 27), cet esemple n'aura pas etonne Newton, 
qui a voulu dire seulement que les equations contenant toutes les 
deux variables ne sont p^ en general reductiblea a des quadratures. 
Leur solution generale demande I'emploi de ses series infinies. 

Cependant on ferait tort a Leibniz en n'observant pas que 
precisement cet exemple inonti-e que Leibniz est deja sur le point 
de prendre pour ces questions un point de depart different de celui 
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cle Barrow, a savoir celui de faire dependre les integrations de resultats 
conmis de differentiations. En effet, I'^qnation en question s'ecrit 

et son integration est une consequence immediate de la formnle 
qu'il vient de donner pour Ja di£ferentielle d'un produit. O'eat la 
Toie ou il atteindraifc pins tard a d'eminents restdtats; mais quant 
aux prineipes c'est preeisement la methode inventee deja par Newton, 

[L'auteur a traite plus completement le meme sujet dans un 
Memoire insere an Bulletin de I'Aeademie dea Sciences et des Lettres 
de Danemark, en 1897.] 
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tJber die neuesten mathematisch-bibliograpliischen 
Unternehmungen. 

Von 
G-. Enesteow in Stoctholm. 

Am AnfangG dieses Jahrhunderts war en die bibliographischea 
Hilfsmittel, welclie den Mathematikern zu Gebote standen, verlialtiiis- 
mafsig ziemlich befriedigend. Fiir Aufsatze in periodischea Schriften 
und Abhaudlnxigen gelehrter GeBellsehaften konnte man daa Beper- 
torium commentatioiinm a societatibue literariis editarum 
(tomns Vn, 1808) von ReusB zk Rate zieben, und ein Verzeiehnis 
der separai berausgegebenen matliematiscben Biieher gab Miirhard'a 
Litteratur der mathematischen Wiasenschaften (I — V, 
1797 — 1805). In der That war die mathematiscbe Litteratnr damals 
wenig umfiingreich und leicht zu iiberblickenj da nnr wenige Zeit- 
schriften mathematiscbe Aufsatze enthielten, nnd die geiehrten Gesell- 
sehaften, welche in betraeht kamen, das Dutzend nicht betraehtlich 
iiberstiegen. 

Im Laufe des Jahrhnuderts kaben sick mm diese Verkaltnisse 
sekr geandert, und zwar auf eine fiir die mathematiacken Forseber 
wenig giinstige Weiae. Nicht ale ob keine neuen matkematiscken 
Bibliograpkieen Yon irgend einem Wert eracbienen waren. Im Gegen- 
teil sind deren viele herauagegeben worden, und unter diesen zei^en 
einige von groraem Fleifs und Gelebrsamkeit, So z, B. haben wir ja 
Poggendorff a Biograp his cb- liter ariaekea Handworterbuch 
zur Gesehichte der exacten Wissensckaften (1863) und die 
kiirzlich (189G) begonnene Fortsetaung deaselben von den Herren 
Fedderaen und Oettingen. Anwendbare Bibliograpkieen sind anch 
daa Handbuck der mathematiacken Literatur von Rogg (1830), 
die Bibliotkeea Matkematica von Sohncke (1854) und die gleieb- 
namige Sekrift von Erlecke (1872 — 1873). Fur beaondere Lander 
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habeu Riccardi (1870—1894), Zebrawski (1873—1886) und Bierens 
de Haan (1883) TOrziigliehe Bibliographieen gelciatet. Wer speziell 
die neueste Litteratur zu keniien wiinscJit, findet in dem Jatrbuehe 
liter die Fortschritte der Mathematik und fiir die letzten Jahre 
aueh in der Revue semestrielle dee publications mafchematiques 
gute Fiihrer. 

Indes ist es nieht zu Icugnen, dafs die bibliographische Arbeit 
im Verhaltnis zur Entwickelung der mathematischen Produktivitat 
zuriickgeblieben ist. Dieae Produktivitat, wesentlicb erleichtert dureb 
zablreiclie Fttcb-Zeitschriften, von welchen die meisten in den letzten 
30 Jahren gegriindet worden siad, hat jetzt eine H6be eiTeicht, von 
der man vor 50 Jahren nicbt traumen konnte. Die Anzabl der jabrlich 
eracbeinenden Biieher, Abhandluugen iind Aufsatze matbematiscben 
Inhalte belauft sicb jetzt auf etwa 2000, imd wahrend dea letzten 
Menschenalters aind beinabe 50,000 neue Schriften hinzugekommen. 

Mag es aueh wahr sein, dafs nur ein Teil dieser Masse von 
wirklichem Wert ist, so darf auf der aaderen Seite bemerkt werdea, 
dafs scbon dieaer Teil quantitativ sehr bedentend ist, und jedenfalls 
ware es erwiinaebt, eineo bibliogr aphis ehen Leitfaden zu besitzen, urn 
erfahreu zu konnen, waa auf jedem Gebiete der Matbematik geleistet 
worden ist. Sonat wird es immcr ofter eiutreffen, dafs Satze oder 
Methoden fiir neue ausgegebeu werden, welcbe achon friiher von 
anderen Forsohem gefunden worden aind, uud auf dieae Weise wird 
mancbmal nur ana Unkunde grofse Miihe ruiuiitz aufgewandt. Zwar 
wiirde niebt einmal der Zugang zu den vortrefFbcbaten bibliographischen 
Fiibrern diesen tJbelstand vollatandig beaeitigen, da ja neue Eut- 
deckungen aucb in solchen Schriften niedergelegt werden, welehe, sei 
es aus sprachlichen, sei es aus buchMndleriscben Griinden, fast un- 
zugauglieh bleibeu, und da ea immer Matbematiker geben wird, welehe 
aich nicht die Miilie geben werden, sicb nacb fruheren Untersuchungen 
geniigend in der Litteratur umzuaebon. Aber . in den meisten FaUen 
wiirde doch cine gute mathematisehe Bibliograpbie von unschatzbarem 
Nutzen sein, nicht nur fur die Forscher ex professo, sondem aueh 
fiir alle diejenigen, welehe aus irgend einem Grunde die Resultate der 
wissenschaftliehen Arbeit der letzten Jahrzehnte kennen lemen wollen. 
In der That bat sicb das Bediirfnis einer solchen Bibliograpbie mebr 
und mebr erkcnnbar gemacbt, und trotz der grofsen entgogenatehenden 
Schwierigkeiten aind scbon Arbeiten zu ihrer Abhilfe in Angriff ge- 
nommen, und in erster Linie sind zwei matbematiacb-bibliograpbiache 
Unternehmungen zu besprecben. Die eine, daa Repertoire biblio- 
graphique dea aeiences matbematiquea, das von einer inter- 
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nationaleii Kommission redigiert wird, hat sogar schon eiaige Kcsultate 
ilirer Wirksamkeit publiziert, die andere wird seit vielen Jahren von 
dem Herm Oberbibliothekar Gr-Valentin in Berlin zuv VcrofPenfclichung 
vorbereitet. Ich werde mir jetzt erlauben, einige Notizen iiber diese 
zwei Untemehmimgen zu geben. 



I. Ropertoire hibliographiiiuo Aes soiencea inathematiqnt,'S. 

Die Initiative zu dieser Bibliographic ist Ton der „Societe mathe- 
matique de France" ergrifFen worden, und der Plan deraelben wurde im 
Anfange des Jahrea 1885 entworfen.*) Die Bibliographie sollte die 
wissensehaftliche Litteratur des 19. Jahrhunderts Torzeichnen, und die 
Titel Bollten streng eystematisch nach dem Inhalte geordnet werdec. 
Durch eine Kommission liefs die Gesellschaft darum einen sebr de- 
taillierten Entwurf zur KlaBsifiziening ausarbeiten, welcber nach ge- 
blibrenden Verbesserungen bei einer Versammlung in Paris 1889 fest- 
gestellt wurde.**) Die gesamte Mathematik ist in 23 Klasaen eingeteilt 
worden; jede Klasse bat wieder eine AnzabI Abteilungen, diese meist 
wieder Unterabtoilnngen, aodafa die Anzahl aller etwa 2000 betragt; 
fiir jede Abteilm^ giebt ea eine besondere Signatur, die aus Bucbsfcaben 
vind Ziffem zuaammengeaetzt iat. Die bibliographische Arbeit wird 
80 ausgefuhrt, dafa die Titel auf Karten gescbrieben werden, welche 
mit der betreffenden Signatur versehen sind, und wenn ea notig ist, 
werden tjbersetzungen oder Erklarungen hinzugefugt. TJin diese Arbeit 
auszufiihren, wurde eine Kommisaion von 17 Personen gewahit; die 
Anzahl der Mitglieder der Kommission ist spater durch Kooptation 
yermehrt worden. 

Um das eingesammelte Material dem gelehrten Publikmn Bchneller 
zuganghcb zu machen, hat die Kommission besondere Mafaregeln 
ei^iffen. Je nachdem die Mitarbeiter die Titelkopieen einsenden, werden 
diese nach den Signaturen geordnet, und wenn zehn Titel mit derselben 
Signatur vorhanden aind, werden diese auf eine Karte gedruckt.***) 
Wenn 100 aoleher Karten fertig sind werden sie herausgegeben; sie 
bilden dann eine sogenannte „Serie" dea Repertoire. Vier soleher 



*) Siehe Bnestrom, Sur !es bibliographies des sciences mathe- 
matiques. Bibliotk Matbem. 1890, S. 30 — 41. 

**) Heransgegeben unter dem Titel: Index du Repertoire biblio- 
graphique des sciences math^matiqaes public par la Commission 
permanente du Repertoire (Paris 1893, XIV u. 80 S, 8'^). 

**') Ausnabmsweise enthalten einige Earten aur neon Titei, wenn einige der- 
selben gekr lang sind. 
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„Series" sind jetzt erschienen*) und der Druek der fiinften „Serie" ist bald 
beendet. Aufeerdem hat die Kommission im Manuskript noch mehrere 
tausend Titel bereit. Wenn erst eirnnal das gauze Material gesammelt 
ist, hat man die Abaieht, das Repertoire in der Form eines Buches 
herauszugeben. 

Der Plan, weleher auf diese Weise entworfen worden und ziiin 
Teil auch zur Ausfiihrung gekommen ist, hat ohne Zweifel viele Ver- 
dienate. Die Gewinaung von Mitarbeitern in den verschiedenen Landern 
erianbt, dafs die Bibliographie vollstandiger werden kaun, als wenn sie 
von einer einzigen Person auagearbeitet ware, und durch die allmahliehe 
Veroffentlichung deraelben auf Karten liann sie fruher als sonst den 
Forsehem zuganglieh gemacht werden; anch die ausfiihrliche sjste- 
matisehe Kiassifiziemng, an welcher viele Spezialisten teilgenommen 
haben, muTs als ein entschiedenes Verdienst des TJnternehmens herror- 
gehoben werden. Jedoch zeigt der Plan der Bibliographie leider auch 
einige Naehteile. Die vielen Mitarbeiter sind im allgemeinen nicht 
geiibte Bibliographen , ea wjrd ihnen darum zuweilen sehwer werden, 
beim Aussehreiben der Titel die gegebenen Anweiaungen genau zu 
befolgen, und hierdnreh entsteben notwendiger Weise gewisse In- 
konsequenzen; aueh die Kiassifiziemng diirfte in vielen Fallen von den 
versehicdenen Mitarbeitern nicht nach einheitlichen Grundsatzen aus- 
gefiibrt werden konnen. Die vier schon heransgegebenen „S^rie8" zeigen, 
dafs man die UnvoUkommenbeiten des eingesammelten Materials bei 
der Dmcklegung der Earten nur sehwer verbessem kann; Scbreib- 
oder Druekfehler kommen aueh ziemlich baufig vor. 

Da ferner der Druck teila von der Einaendung der Titel abMngig 
iat, teila erat dann besorgt werden kann, wenn zehn zu einer und der- 
selben Abteilung gehorende Titel vorhanden sind, so folgt hieraus, 
daTs man gar nicht weifs, wie vollatandig die herausgegebenen „SerieB" 
die Litteratur einer gewissen Klasse verzeiehnen; es ist ja moglich, 
dafs sogar die wichtigaten Abhandlungen dieser Klasse noch nicht aiif 
den Karten angezeigt sind. 

Was die Anwendung der gedruckten Karten betrifft, so mui's be- 
merkt werden, dafa dieae ziemlich leicht ist, ao lange nur wenige 
„Serie8" herausgegeben sind, dafa sie abcr um ao unbequemer wird, 
je zahlreicher die Karten werden. Nun halte ieh es fiir sehr wahr- 
scheiolich, dafa das Repertoire zuletzt etwa 100,000 Titel, also 
ungefahr 10,000 Karten enthalten wird, und diese Karten wiirden in 
einem Btlcherschranke eine Lange von ungefahr 2 Metern ausfiillen. 



*) Vgi. Biblioth. Mathem. 1895, S. 29; 1896, S. 118. 
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Ana dieser Masse von Kartell diejenigen herauszusuclien, welehe man 
zu sehen wunscht, wird nicM iinmer leicht aein, und auch nur das 
Einordnen der neuen Karten unter die alten ■wird von dea Abonnenten 
zuletzb nicM ohne Miilie ausgeftthrt werden. Bei Benutzung der Karten 
wird ferner ein anderer Umstand nicht selten Beschwerde verursachen; 
die Abbreviaturen der Titel der periodischen Scbriften sind namlich 
rticlit gaaz paasend gewahlt worden, sodafB der Benutzer gezwimgec 
ist, bestandig den Schliissel der Abbreviaturen einzuaehen, um nicht 
jrre gefahrt zu werden.*) Zuletzt mag noch erwahnt werden, dafs, 
wenn man nach den bisberigen Verhaltnissen scUiefsen darf, die 
^Scries" des Repertoire sebr langaam dem gelehrten Publikum zu- 
^anglich werden werden, so dafa die letzte „Serie" walirscheinlieh erst 
in 20 Jahren fertig ist. Dann ist aber bereits wieder eine ganz 
neue Litter atur entstanden, welche das Repertoire no eh nicht ver- 
zeicbnet hat. 

Die TJbelstande, welehe hier hervorgehoben worden sind, dtirften 
wenigstens zum Teil vermieden werden konnen, wenn man aich ent- 
sehlSsse, fiir die vor^ufige VeroffentHchung nicht Karten, sondem 
Liefenmgen zu benutzen, deren jede ein fiir sich abgeschlosaenes 
Ganze bildete, und den Inhalt einer gewissen Anzahl von Gfeaellaehafts- 
oder Zeitsebriften in systematischer Ordnung veraeichnete. Fiir die 
kleineren Lander diirfte es angemeasen sein, die ganze Litfceratur iu 
eine einzige Lieferung zuaammenzufiigen; ein Gedanke, welcher schon 
gewissermarsen in bezug auf Italien und Polen zur Auafiihrung ge- 
langt iat, und welchen icb auch recht bald fur Schweden realisieren 
zu konnen hoffe. 



IL Die aUgemeine math ematis Che BibliograpMe des Herrn G. Valentin. 

Um dieselbe Zeit als die „Soci^t^ mathematique de France" den 
Plan zum Repertoire bibliographique des sciences mathe- 
matiques eutwarf, entsehlofs sich Herr Valentin, eine vollstandige 
BJbliographie der Mathemafcik von der Erfindung der Buehdruekerkunst 
bis auf unsere T^e herauszugeben;**) nur die elementarsten Lehr- 
biicher des 19. Jahrhunderts sollten ausgesehlossen werden. Er begann 
seine Arbeit schon im Anfange dea Jabrea 1885 und ist aeitdem fast 
ohne Unterbrechung damit bescMftigt gewesen. Zuerst beabaichtigte 



•) Vgl. Enestrom, Biblioth. Mattem. 

**) Siehe Bnestrom, Sur lee bibliogri 

matiques. Biblioth. Mathem. 1890,8.39. 
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er die Litteratur ntir bia zum Jahre 1868 zu Terzeidmen, erweiterte 
aber etwas apater den Plan, sodafs die Bibliographie jetzt auch die 
letzten 30 Jahre umfafst; kritiscbe Besprecbungen niathematischer 
Bucher sind auch darin erwahct. Um die Tifcel der separat erschienenen 
Scbriften zu aammeln — ■ Herr Valentin schatzt die Anzabl derselben 
auf etwa 35,000, wobei er jedoch als eine Einheit eiii Buck mit alien 
Auflagen und tJbersetzungen desselben i-eebnet — hat er teils mehrere 
der grofsten Bibliotheken in Deutachland und im Auslande dnreh- 
forscht, teils eine grofae Anzabl von Biblio graphic en und litfcerarischen 
Zeitschrifteii benutzfc. Die Titel der in Geaellschafts- und Zeitsehriften 
eracbjenenen Abhandlm^en und Aufsatze hat er aus mehr als 4000 
Publikationen mit mehr als 120,000 Banden exeerpiert; die Anzahl 
der betreffenden Titel scbUtzt er ant etwa 90,000, sodafa die ganze 
Bibliographie ungefahr 125,000 Titel enthalten wiirde, deren er schon 
mehr als 100,000 gesammelt hat, und mit den noch iibrigen hofft er 
Tor Ende dieses Jahres fertig zu sein. Omm braucht er etwa drei Jahre 
fiir die Redaktion seiner Sammlungen und noch ungefahr vier Jahre fiir 
den Druek, so dais die ganze Arbeit voraussichtlich um das Jahr 1904 
fertig sein wird. Die Titel sollen teils alphabetisch naeh den Verfasser- 
namen, teils systematisch nach dem Inhalte geordnet werdeu, und Herr 
Valentin berechnet, dafs die Bibliographie vier Baiide a 50 Bogen 
Lexikon-Oktav doppelspaltig umfasaen wird. 



Die zwei aoeben gcnannten Unternebmungen beziehen sieh nur 
auf die schon vorhandene Litteratur, Zwar stellt der Plan des 
Repertoire Supplemente in Auasicht, deren jedes zehn Jahre um- 
fasaen soil J wenn aber das Repertoire selbat erst in 20 Jabi-en fertig 
jst, so konnen die jetzt lebeuden Foracher kaum hoffen, von den 
Supplementen irgend einen Nutzen zu habeu. Die zwei schon frliher 
erwahnten Publikationen: Jahrbuch iiber die Fortschritte der 
Mathematik und Revue seraestrielle des publications mathe- 
matiques aind ja sehr wertvoU, enthalten aber auch Referate, und 
konnen darum nicht so friihzeitig erscheinen, ala zu wiinschen ware; 
das Jahrbuch ist iibrigens fflr rein bibliographische Zwecke etwas 
unhandlich, und die Revue umfafat nicht separat herausgegebene 
Scbriften. Daher ist ea wiinschenswerfc, fiir die kiinftige Litteratur 
ein neuGS bibliographisehes Hilfsmittel zu bekommen. In der That ist 
ein aolcbes wirklieh in Aussicht gestellt durch den bibliographischen 
, der auf Veranstaltung der „Royal Society" im vorigen Jahre 
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in London abgehalten wurde. Dieser Kongrefs beschJofs namlich eine 
bibliographische Arbeit vorzubereiten, ■welche alle Tom Jahre 1900 ab 
erscheinenden wissenschaftlicben Schriften verzeiehnen soUte.*) Diese 
Bibliographie soil in erster Linie sysfcematisch nach dem Inhalte der 
Scb.riften geordnet werden. Die Titelkopieen soUen von Mitarbeitem 
in den versetiedenen Landern verfertigt und damach in London auf 
Karten gedruekt werden; Termntlieb hat man die Absicbt, jeder solchen 
Karte eine besondere Sigaatur zu geben, damit es den Abonnenten 
moglich sein wird, die Karten unmittelbai- zu ordnen. Znletzt sollen 
samtiiehe Titel in einem Kataloge gedmckt werden, geordnet sowohl 
naeh dem Inhalte, als anch naeh dem Namen des Verfasaers. 

Da noeh nichts gethan ist, um die Beachliisse des Kongresses 
auaznfuhren, ist ea kaum moglich, den Wert derselben zu beurteilen, 
es seheint mir aber, als ob deren Realisierung sieh nieht allzu leicht 
wird vollziehen lassen. Zuerst wird es ohne Zweifel sehr sehwierig 
werden, in jedem Lande intei-essierte, sachkundige nnd standige Mit- 
arbeiter zu finden; nicht viel leichter ist es, ein passendes System fiir 
die Klassifizierung aufznstellen und bei der bibliographischen Arbeit 
diese Klaasifizierung richtig zu benutzen. Ftir die Abonnenten wird 
es miihsam sein, die von Zeit zu Zeit erscheinenden Karten unter die 
alten einzuordnen. Bemerkt sei auch, dais die Kartea einen betraclit- 
lichen Raum in den Biichersehranken fordem werden; fizr die Mathe- 
matik wird jahrlich eine Lange von etwa 30 bis 40 Centimetern, also 
in 10 Jahren etwa 3 bis 4 Meter in Anspruch genommen werden. 
Viel besser ware es darum, meiner Meinung nach, atatt Karten ge- 
wohnliche Jahreabibliographieen herauszugeben, geordnet nach den Ver- 
fassernamen und mii einem systematischen Register versehen, aber 
daran aeheint man bisher gar nicht gedacht zu haben. Freilieh zeigen 
aueh die Verhandlungen des Kongresses, dafs man den Plan des Unter- 
nehmens noch nicht nahei' pracisiert hat. 

Ich fiirchte also, dafs man von den Beschliissen des Kongresses 
wenig Gewinn filr die mathematische Bibliographie erwarten darf, und 
jedenfalls wiirde es sehr gut sein, wenn man eine besondere mathe- 
matisehe Jahreshibliographie bekommen konnte. Diese wiirde am 
leichtesten hergestellt werden, wenn sie alphabetisch nach den Verfasaer- 
namen geordnet ware und dazu ein systematisches Register enthielte, 
also ganz wie die gewohnliehen Buehhamilerkataloge. Jede solche 



*) Siehe Eeport of the proceedings at the international conference 
a catalogue of scientific literature, hold in Loadon JuJj 14 — 17, 
6 (London 1896, 8'). 
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Jahresbibliographie wiirde etwa 200 Oktavseiten mnfassen und sollte 
vor dem Ausgang des folgenden Jalires erscheinen; je 10 Jabrea- 
bibliographieen sollten spater zu einem systematischen Kataloge bear- 
beitet werden. 

Aus dem, was ich hier angefiibrt babe, gebt herror, dafs wir 
boffen konnen, in weiiigen Jabren ein, soweit mogbcb, yollstandiges 
Verzeichnis der mathematiscben Litteratur bia zum Jabre 1897 zu 
bekommen, dafa aber noch nicbts getbau iat, um diese Bibliograpbie 
auf die, meiner Ansicbt nacb, paasendste Weiae, namlicb dureh Jabres- 
kataloge, unmitfcelbar fortzusetzen. Die bauptaachliehen Schwierigkeiten 
dabei sind natiirlicb teiis das notige Geld berbeizuacbaffen, teils eiiien 
Kedakteur zu finden. Ob der erste iaternationale Matbematiker-Kongrefs 
etwaa dazu beitragen kann und will, weifa icb nicbt; vielleiebfc ware 
ea mogliob, dureh eine Besprecbung iimerbalb dieser Sektion etwas 
hieriiber zu erfabren. Ich aelbat babe keinen Antrag in dieaer Hinaicbt 
zu atellen, aondern beabsiebtige nur, die Aufmerksamkeit auf eine, 
meines Erachtena wicbtige, Frage zu lenken. 
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Aper^u sur le developpement historique de la theorie 
des courbes planes. 

Par 
(i. LoEiA a Geaes, 



Les origines de la theorie des courbes planes ae perdent dans la 
noit des temps: la contemplation du mouvement des asires et de la 
chute des corps, I'observation du cliemin rectiligne de la lumiere et 
de I'ombre projetee par les corps opaques, et autres phenomenes du 
meme genre font naitre en tons cenx qui out dea yens: pour Toir et 
un jugement ponr comprendre, I'id^e de Hgne, soit comme trace laiasee 
par un point en mouvement, soit comme ce quid qui separe une portion 
de surface d'une portion contigue. Et, en effet, tons les anciens monu- 
ments, qui sont les debris de civilisations disparues, portent dessinees 
sur leurs parois des courbes ou presupposent dans leur construction 
I'emploi de ces figures. N'esaayons done pas d'indiquer la personne 
ou meme le peuple auquel on est redevable de la conception de ligne; 
le grand livre de I'Mstoiie resterait mnet devaut quiconijue I'inter- 
rogerait sur ce point. Bornons-nous pourtant a signaler chez tous 
les peuples qui out atteint un certain degre de developpement intel- 
lectuel, non seulement I'idee de ligne droite et de circonference, mais 
encore des essais pour meaurer la longueur de cette ligne et la surface 
de la portion de plan limitee par elle. 

Un terrain plus solide trouve sous ses pieds celui qui desire remonter 
aux sources de la tlieorie des sections coniques; car c'est a Menechme, 
maitre d'Alexandre le Grand, qu'est dil la decouverte de la celebre 
triade dont vingt siecles d'etude assidue et presque ineessante n'ont 
suffi a decouvrir toutea lea proprietes. Menfeckme, parvient-il aux 
sections coniques en coupant mi cone circulaire droit, ou bien les 

Vorh. a. 1. intemat. Math -Kongr. Zurich 1897. 19 
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a-t-il trac^es par points pour resoudre le probleme de la duplication 
du cube? La reponse est ambigue. Mais il est important de remarquer 
que, quel qu'ait ete le precede de Meneehme, la geomefcrie se sera pai' 
consequence enricbie au moins d'une methode qui, convenablement 
generalisee, mene a un grand nombre de courbes nouvelles; c'est- 
a-dire ou de celle qui consiste dans I'operation de couper par des 
plans une surface connue, ou de celle par laquelle on etablit une 
correspondancG univoque entre une courbe donnee et sa projection 
centrale, ou enfin de celle qui revieut a demontrer une relation metrique 
satisfaite par tous les points d'une courbe rapportee a eeiiaina elements 
fixes. Le premier de ces precedes a ete applique par un geometre 
qui appariient a la meme epoque qu'Apollouius de Perge, c'est-&,-dire 
Persee, auquel on doit la d^courert e des courbea apiriquea; le 
deuxieme inspira a Newton aa celebre classification des courbes du 
troisieme ordre, et peut se considerer comme le fondement de toute la 
geometrie projective; enfin dans le dernier on aperjoit le genne le 
plus reeule de la geometrie analytique. 

Toutefois ces methodes, quoiqu'elles aient ete appliquees, developpees 
et auaai transformees par ApoUonius dans ie grand ouvrage qu'il con- 
sacra aux sections coniques, r^velerent leur extraordinaire fecondite 
seulement plusieurs siecles apres Meneehme; et ce n'est pas d'eUea que 
se servirent les anciens geometres pour enrichii la collection des courbes 
planes pai-ticulicres; ils donnerent, au contraire, la preference a la me- 
thode cinematique, ce qui ne doit causer aucune surprise, car, en 
deniiere analyse, comment peut-on definir une ligne, sinon en specifiant 
la loi qui gouverne le mouvement du point gen^rateur? . . . Et e'est 
precisement par la composition d'un mouvement de rotation d'une 
droite avec un mouvement progressif d'un point ou d'une droite que 
naissent la quadratrice connue par un sophiste contemporain de 
Soerate (Hippias d'Elis)*), la spirale imaginee par Arcbimede et la 
(.onchoide de Nicomede **1 

Mais cette demieie Lourbe, si die a ete definie par le moyen 
de mouvt-mLnt, a et^ connue dans le but de resoudre les problemes 
dp U duplication du cube et de la tnsection, qui ^taient les fantomes 
qui hantaient le sanuneil des anciens g^ometies, dans un but semblible 

*) Voiia la premiere courLe concue en ^tudiant In problfeme de la qu1dl^- 
tuie du oerde ie la meme souice decnuISieat la quadratn e Je Tschimtausen 
le*! panboles Tirtuelle^ de G d S e Ymcentio etc on <,onnait une quidj-atin-e 
le 1 hyperbole a,yaJit une ongme eemLlAble 

••) C flfcb la premiere des courbes j^ui i ^u^e de leu torme a ie\u 
le nom de conchoide. 



y Google 



B. Vortr^ge der Sektionssitzungen. 291 

a ete ereee la cisaoide de Diodes, cette coorbe remareiuable dont 
Newton decouvrit plus tard une si elegante generation organique. Et 
il est bon de remarquer que par I'invention de la cissoide, comme par 
ceUe de la conchoide, la geometric a'enrichit d'une methode eseellente 
pour deduire d'une courbe queleonque une autre coiu'l)e, m^thode a 
laquelle doivent la vie non seulement deB courbes particulieres im- 
portantes, teUes que le lima90ii d'Etienne Pascal et la cardioide de 
Castillon, mais des classes entieres, telles que celles des courbes cis- 
soidales et des conchoides en general. En outre, la cissoide et 
la conchoide sont les premiers elements des Tongues series de courbes 
trisectrices et de courbes duplicatrices. 

Transmigrations de peuples, guerres de conquete, luttea religieuses 
et, aprfes, les etudes d'erudition empecheut pour uu certain temps les 
tranquiUes meditations des mathematiciens et absorbent pour environ 
quinze sieeles fcoute I'activite du genre bumain; en consequence, les 
germea jetes par les geometres de la periode d'or de la g^ometrie 
grecque restent sfceriles et le patrimoine de la geometric non seule- 
ment est statiomiaire, mais souffre de dilapidations trcs regrettabies; 
en effet, n'eat-ce pas daos cette epoque oh la force brutale domine sur 
la raison, oi rbumauite semble perdre la prerogative presque divine de 
eomprendre la sublimite de la science abstraite, n'est-ce pas dans cette 
epoque, dis-je, que disparurent les ceuvres telles que les Lieux plans 
d'ApoUonius, les Porismea d'Euclide et Dieu sait combien d'autres, 
dont les titres et les noms des auteurs n'ont pas meme survecu? 
Le transpoi-t en Europe, effectue par lea Arabea, des debris de la 
science Hellene qui se sauverent de Timmense naufrage scienfcifique, 
produit par la domination des Romaius et par I'iiivasion des bar- 
bares, reveille dans les Occidentaux I'esprit de la recherche de la 
verite auparavant aasoupi; I'etude des courbea planes est bientot remise 
a I'ordre du jour, elle recommence a domier matiere aux meditations 
des matbematiciens et revolt bient6t une transformation et un deve- 
loppement extraordinaire par Descartes et Fermat. C'est la methode 
des coordouneeg, la sorciere qui opere cette merveilleuse transfigurationt 
En effet, cette methode non seulement fournit un precede uniforrae 
pour repreaenter symboliquement une courbe queleonque, mais rendit 
concevable et possible une theorie generale des courbes planes; elle mit 
dans les mains de tout le monde nn instrument createur d'innombrables 
figures geometriques; elle democratisa la geom^trio, car, tandis que I'an- 
cien regime ne concedait que des ressources tres bomees, meme aux 
im^nationa les plus ardentes, sous le nouveau il fut possible a, tons 
d'etudier des courbes nouvelles, ear I'equation d'une courbe eat un ecrin 
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qui renfenno toutes lea proprietes d'une courbe et dont ehaque geometre 
possede la clef. Des ce moment I'etude d'une eourbe devient la meme 
chose que I'etiide d'une fonction, tout progres de I'analyse ae reflete dajis 
un progres de la geometrie, deux fleuvea qui s'ecoulaieht auparavant paral- 
lelement se reunisseut pour former une majestueuse riviere: la theorie 
des variables continues. C'eet a cette memorable union que doivent 
leur vie un grand nombre de lignes remarquables, tellea que le 
folium Cartesii, les perles de Sluse, les paraboles et les hyper- 
boles d'ordre superieur, les spirales de degre superieur, etc., et 
encore la courbe logarithmique, la sinusoide, la courbe des 
tangentes, la courbe hjpcrgeometrique d'Euler, etc. 

Get instant, ott la nouvelle theorie des courbes planes se trouve 
a son efcat naissant, eat extremement interessaut pour i'hJBtorieu qui 
peat eonstater, d'un cote la prodigieuse fertility d'une idee unique tres 
simple, et se trouve d'autre part en mesure de se former une idee des 
nombreux et importants perfeetionnements qu'elle a subi enauite. Koua 
qui manions avec une si grande siirete le nouvel instrument, qui 
voyoiis n08 eleves mgme I'employer avec aiaance apres quelques moie 
d'etude, U0U8 avons de la peine a concevoir les difticultes qu'offraient 
aux premiers geometres de la periode cartesienne I'usage des coordon- 
nees, a nous imaginer leur incertitude dans I'emploi des signes de 
I'abscisae et de I'ordonnee et leur effiroi pour les valeurs infinies des x 
et des y\ Ltiatoire de la geometrie presente plusieurs faits qui 
temoignent de eet etrauge etat de choses; il est bon d'en citer ici au 
moins quelques-uns. Itoberval croit mettre parmi sea titres de gloire 
d'avoir determine la forme de la feuille de Descartes et ne s'aper§oit 
pas qu'il s'est completement trompe en ajoutant a la bouele fermee 
trois boucles egales et en aupprimant les branches infinies; Descartes, 
pour confondre ses adversaii'es, leur fait croire que deux courbes 
representees par deux certaines equations qui n'ont pas la m^me 
forme sont differentes entre elles; dans la figure qui explique un 
passage d'une lettre de F. de Verdus a E. Torrieelli, on trouve agrege 
a la strophoide sa symetrique, que I'ecrivain croyait necessaire pour 
completer la courbe eonsideree; et meme dans la correspondance 
entre Huygens et des geometres tela que Leibniz et R. de Sluse, ne 
trouve-t-on pas des passages qui montrent qu'ils ne connaisaaient pas 
bien la forme de certaines perles et equivoquaient sur le signe de la 
soua-tangente? . . . Ces circonstances, desquelles noua ne pouvons que 
faire mention en passant, devront etre recueillies avec soin et analysees 
completement par le futur historien de la methode des eoordonn^ea. 
Noua lea abandonnona poux remarquer comment a I'epoque ou regnerent 
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Descartes et Fermat commencferent a germer les semencea du calcal 
infinitesimal qu'Archimede avait jet&s et qu'un terrain sterile avait 
conservees intactes pendant des eentainea d'annees; et c'est precisement 
a cette epoque que la theorie de cerfcainee courbes parti eulierea ac- 
eomplit dee progres de la plus haute importance, progres qui, en 
langage moderne, peuvent se designer eoiume determinatioiiB de la 
nature analytique de certaines fonctiona qu'on rencontre dans la geo- 
metric. En offet, n'est-elle pas de cette eapece la recherclie qui con- 
duisit Pascal a conclure que tout are de parabole eat ^gal en longueur 
a iin arc convenablement choisi de apirale d'Archim^de et vice-versa? 
Quelqnes lignes de calcul aont aujourd'bui suffisaaites pour verifier 
I'exaetitude de cette proposition; mais quelle penetration d'esprit etait 
n^cessaire pour apercevoir I'identite d'arcs apparemment ai differents! 
d'aufcant plus que le probleme de la rectification d'une courbe est 
un de ceus qui avaient briso lea armes des aiiciens geometres, un 
probleme en presence duquel Arcliimede lui-meme avait dfi se de- 
clarer vaincu. 

Le resultat inespere atteint par I'auteur des Pensees eucouragea 
les mathematiciens a easayer de mesurer lea lignes qui ne sont pas 
droites ou du moins a s'efForcer de comparer entre elles dea lignes 
diiFerentes. Nous voyons, en consequence, immediatement apres Pascal, 
Fermat gen^raliaer le theoreme rapporte ei-dessus, en etablissant que 
tout arc d'une parabole d'ordre auperieur eat ^gal a un arc con- 
venablement choisi d'une de ees spirales qu'il ay ait obtenuea en 
generalisant la definition de la spirale d'Archimede. Et peu de temps 
apres, presque dans le menie temps et independatnment les uns des autres, 
le Fran^aia Fermat, I'Anglais Neil et le Hollandais van Heurat decouvrent 
la premiere courbe algebrique exaetement rectifiable: la parabole semi- 
cubique.*) Cette memorable decouverte conduisit plus tard le comte de 
Fagnano a la conception d'autres paraboles 06 se trouvent des couples 
d'arcs dont la difference eat rectifiable, et a ees grandes reeherches 
aur la rectification de I'eUipse et de la lemniscate, qui aont un splen- 
dide prelude et une preparation efficace k la theorie des fonctiona 
elliptiqaea. II faut aj outer que les nombreuses recherehea sur les 
conrbes dont la rectification depend de fonetions donnees d'avance sont 
d'une nature analogue; parmi les fruits qu'elles out donnes, il suffit 
de citer la decouverte des courbes de Serret ct des spirales 
sinuaoides. 



*) Auparavant E. TomceOi avait remarquiJ que la spirale loga 
eat esactement rectifiable. 
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Le procfide enseigne par la geometrie cartesienne pour obtenir des 
n oil veil es courbes particuliferes ne laisse pas apercevoir une liaison 
directe entre la forme de I'eqiiation et I'aspeet de la eourbe, et en 
general ne conduit qu'ayec une peine extrSme a quelque generation 
organique de celle-ci. Par consequence, ou ne doit pas s'etonner si un 
geometre — Guido Grandi — s'eat propoa^ I'^tude de certaines courbea 
(les rodonnees) dout la forme generale etait connue d'avance*), sans 
etre autrement deiiuies; si qnelques savants revinrent aux methodes des 
auciena pour etudier certaines courbes; si d'autres eurent recours de 
nouveau a la methode cinematique. Comme preuves de ce retour nous 
citons lea beaux travaux de Lahire, aujourd'hui trop peu etudies, en 
flxant en partieulier notre attention sur ceux qui ont pour objet les 
conehoides en general. Comme preuvea du rappel en activite de 
service de la metbode cinematique, nous citons la methode des tangentes 
imaginee par Boberval et I'invention d'une innombrable suite de courbes 
telles que la cyeloide avec toutcs les courbes ajialogues: epicy- 
clo'ides, hypocycloides, roulettes en general (engendreea par 
un point invariablement relie a une eourbe qui se deroule sur une 
courbe fixe), et glissettes (engendrees par un point ou enveloppees 
par une courbe invariablement reliee a une eourbe dont deux points 
glissent sur deux courbes fixes**)); auxquelles ou peut ajouter cer- 
taines courbea, plus g&eralea que la spirals d'Arebimede, confues par 
Clairaut, les courbes de poursuite ou courbes du chien, et certaines 
autres lignes peu couauea (reptoires) que Jean Bernoulli engendre 
par le mouvement d'une courbe qui se deplace en se conservant parallele 
a elle-meme et toujours tangente a une courbe donnee. 

Ces investigations eonduisirent indirectement a de nouvellea con- 
clusions et a de nouvelles recherclies qui ont aujourd'hui une place 
marquee dans les fastes de la science geometrique. En passant sous 
silence les propositions sans nombre que les cultivateurs de I'analyse 
appliquee a la geometrie etablirent sni le trace des tangentes, le 
calcul des aires et la raesure de certaines loi^eurs — propositions qui 
par leur elegance sont dignes d'etre eomparees a eelles qui ont donne 
a Archimede une renommee ^temelle et qui sont malheureusement 



*) Quoique oette question soit un peu indetermiaee elle u'est pas moins inte- 
ime appartenant & un type aeaez rare d'uu protlfeme sur lequel Augusts 
Comte insiste avec taut de aoin dans sa Geometrie analytique. Un cas 
partieulier de eette question a rameii6 Euler a la d^coaverte de ses courbes 
triangulaices ot orbiformes; un autre au trifolium pratense de M. Bro- 
card et aus courbes botaniciues de M. Habenicbt, 

**) Comme esemple de gliasette je choisis la couibe de Watt. 
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oubliees par les modemes, qui ne savent plus en imaginer d'auasi 
belles — ; en taisant, dia-je, de ces resultats de detail, il faut remarquer 
ime categorie d'etudes toute nouvelle. Apres avoir deeouvert le tauto- 
chroniame de la cycloide et remarque que cette eourbe est aussi la 
brachistochrone dans le vide, on pensa a, ehercher des courbes qui, 
aa lieu de poaseder certaines qualitea geometriques (telles sont par 
exemple cellea qui doivent leur existence au eelebre probleme de Beaune), 
sont doueea de proprietes mecaniques doiinees d'avanee: de eette idee 
naquirent le probleme de la eourbe de descensus aequabilia, resolu 
par la parabole semi-cubique, le probleme de la eourbe funieulaire, 
resolu par la cbainette, le probleme de la eourbe elaatique, reaolu 
par la meme eourbe que le probleme de la eourbe linteaire, et le 
probleme leiboizien de I'isoerona paracentriea: il ne faut pas oublier 
□on plus une question qui eonduit a la tractrice et une autre tres 
generale proposee par Jean Bernoulli et r^solue par ces eourbea qu'on 
appelle aujourd'bui, suivant B. Peiree, tautobarides et barifcropes, 
Et a ces courbes, que j'ai coutnme d'appeler physico-mathematiquea, 
on pent joindre les o vales de Descartes, considerees comme lignes 
les ovales de Cassini, considerees comme pretendues 
i trajeetoires des astrea, la cbainette d'egale resis- 
tance de Coriolis, les courbes de Lissajoua, la conebospirale, 
la eourbe de M. Cornu que M. Cesaro appelle elothoide, la coeleoide, 
et en general lea caustiques par refraction et reflexion. 

C'est iei Tinstaut de remarquer que la metbode des coordonnees 
non seulement conduit directement a une infinite de courbes particu- 
lieres, maia offre un precede pour transformer cbaque eourbe dana 
une autre; c'est un precede dont Varignon eut le premier une idee 
complete et claire et qui conaiste aimplement dans I'echange, dana 
I'equation eartesienne d'une eourbe, dee variables dans les coordonnees 
polairea. C'eat a I'applieation de ce proe^de si simple qu'on peut faire 
remonter I'origine (pour ne eiter que les courbes lea plua connuea) de 
la apirale logarithmique, de la apirale hyperbolique et de la 
apirale parabolique. 

La methode de Deacartea et de Fermat, quoiqu'elle soit d'une utilite 
qu'on esaayerait en vain de nier, et que d'ailleura peraomie ne conteste, 
offre dea inconvenients indiaeutables. Le premier consiste dana la necea- 
aite de consid^rer constamment les axes coordonnes, elements etrangers 
et quelquefois embarraaaants. Les easaia pour rem^dier a ce defaut 
remontent au moina a la fin du sieele dernier. En effet Lacroix, dans la 
preface de son grand Traite du calcul differentiel et du calcul 
integral (Paria 1797) eerivait (p. SXV); «En ecartant avec soin toutea 
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les constrnctions geometriques, j'ai youIu faire sentir an lecteur qu'il 
existoit une maniere d'envisager la G^ometrie, qu'oii pourroit appeler 
Geom^trie analytique, et qui consisteroit a deduire leB proprietes 
de I'etendue du plus petit nombre de prineipes, par des methodes 
purement analytiquea, comme Lagrange I'a fait dana sa Mecanique a 
regard des proprietes de I'equilibre et du mouvement. » Cette tendance 
de la g^ometrie, poursuivie par dea maitres tels que Hesae et Clebach, 
fiiiit par identifier I'etude des courbes planes avec la th^orie des formes 
ternaires algebriques; on doit a elle presque toute la theorie g^nerale 
moderne des courbes algebriques et meme quelques courbes particuli^rea 
(par exemple les quartiqnes de Clebsch-Liirotii, de Brioaciii et de Capo- 
rali), par consequent, il est tout a fait inutile de s'arrgtor a en exposer 
les qualites bors ligne. Toutefois, cette complete algebrisation de la geo- 
metric ne satisfait pas encore le deair de s'emanciper de la consideration 
continuelle des axes coordonnes, c'est-a-dire le desir de posseder une 
geometric analytique qui opere excluaiveraent sur des elements inberenta 
aui courbes etudiees. Leibniz s'effor^a de le satisfaire par sa eCarac- 
teristica geometrical, Grassmanu j reuasit, en deyeloppant et per- 
fectionnaut les id^es yagues du rival de Newton, en creant ainsi son 
renomme *CaIcul geometrique*. Le meme but se proposerent ceux 
qui s'efforcereut de representor une courbe par une equation oil il n'y 
a rien d'artificiel, mais aeulement des elements dependants de la nature 
meme de la courbe, tels que Tare et le rayon de courbure, ou bien 
les rayons de courbure d'rnie courbe et de sa developpee. Les originea 
de cette methodo sont bien anciennes; en effet, Lacroix, des 1798, 
apres en aToir expose une application due a Euler, remarque: «Cette 
maniere de presenter I'equation d'une eourbe, eat remarquable en ce 
qn'elle n'employe que des quantitea absolument inherentes a la courbe 
proposee, et qu'elle ne laiase daibitraire que le choix du premier 
point.s*) Cette meme maniere tst employee dans deux ouvrages, parus 
tous les deux en 1^35, dont lun est de A. Peters et I'autre de 
C, C. F. Krauae, mais qui eurcnt un si mediocre succes qu'on pent 
dire qu'ils aeraient tomb^a dins uu tomplet oubli ai Plijcker ne les 
eut pas cites ineidcmment dun, ba Theorie der algebraischen 
Kurven (Bonn 1839, p 20b) A un niveau bien plus eleve se trou- 
vent les recherelies analogues de M H Onner, auxqueUes seulement la 
publication par des joumaux peu lepandus empeeha d'exercer toute 
I'influence dont eUe? etaient i,apabies Mais le geom^tre a qui la nou- 
velle methode de geometric analytique doit un corps de lois qui en 



*) Traitd du Galcul diffe'reutiel et du Calcul integral, t. II, p. 392. 
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; le fonetionnemenfc regulier est M. Cesaro, qui consacra a cette 
branche de la geomctrie gen^rale, qu'on appolle aujourd'hui geometrie 
intrinseque, un grand nombre d'articles detaches et ensuibe un liTre 
excellent. Nous ayons cru devoir nous arreter nn instant a signaler les 
phases de developpement de ce nouveau point de rue d'oii Ton peut con- 
siderer la geometrie analytique, paree qu'il dornie un nouveau proeede — 
qui rappelle celui de Varignon — pour arrirer a des eourbes nouveUes, et 
qui consists situplement dans la substitution des coordonn^es intrinseqnes 
aus coordonnees cartesiennes on polaires dans I'equation d'une eourbe. 
Ajoutons que tres frequenunent, apres avoir obtenu I'equation intrinseque 
d'une courbcj on arriva a concevoir des generalisations dont elle est 
susceptible, auxqueUes on serait parvenu tres difficilenient par quelque 
autre voie; e'est precisement ainsi qu'on est arrive aus cardioides 
etoilees et aux pseudo-cyeloides, aus pseudo-tractrices et aus 
pseudo-chainettcs. 

Si nous ajoutons a ces proced^s createurs on generalisateurs, de 
nature essentieUement analytique, celui qui cousiste dans I'applicafcion 
a une eourbe donnee d'une transformation geom^trique connue*), celui 
qui a pour base la recherche des courbes qui correspondent a eUes- 
memes dans une traiisformation donnee (courbes triangulaires, 
courbes autopolaires, courbes W de Klein et Lie, courbes 
anallagmatiques, etc.) et enfin celui qui derive de la representation 
geometrique des nombres complexes (courbes a centre, courbes 
rhiziques, etelloides, cassinoi'des de degre superieur, etc.), nous 
aurons epuise I'enumeration des grandes routes qui ont ete parcourues 
par les savants qui enrichirent la collection des courbes particulieres ; 
clles peuvent etre aussi battues, meme a present par ceus qui voudront 
les imiter. 

Mais I'oxteneion toujours plus grande que prenait chaque jour ce 
recueil et la variete de ces elements, fit naitre et rendit ehaqne joux 
plus vif le desir d'y mettre un peu de bon ordre, et plus imperieus 
le besoin de les soumettre a des lois communes. Les classifications, 
desormais classiques, des courbes du 3^ et du 4" ordre sont des preuves 
de ce desir; et les espositions methodiques de la theorie des courbes 
algebriques qu'ecrivirent Euler et Cramer, il y a un siecle et demi, 
montrent combien ancien est ce besoin. A ces expositions le siecle 
present en a ajoute trois excellentes: une analytique de Pliicker, xme 

*) Parnii ces transformations je mats aussi oelles qui fond 

une eourbe sa li^yeloppe'e, ou uao eourbe parallele, oa une pod; 
uae oaustique, etc.; en autres courbes r^Bultantes d'Aoust, les 
M. Rgaal, etc. 
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qu'on pent dire edectique de M. Salmon, et une semi-syntli^tique ou 
pseudo-aynthetique de M. Cremona. Les flements d'une exposition 
purement georaetrique ont dcja ete prepares et recueillia par R. de 
Paolis et E. Kotter: ila n'attendent qu'une elaboration ulterieure pour 
donner le reaultat desire. 

Ce qui manque encore conipleteraent est une th^orie des courlies 
non-algebriques, embraasaiit, sinon toutes les eourbes transcendantes, 
du moins le plus grand nombre d'elles et d'antrea analogues (par 
exemple toutes les eourbes representees par une equation de la forme 
y = fonction entiere tranacendante de x)\ certains tlieoremes que 
M. Scboute a recemment enonces*) sont peut-etre les preraiers essais 
en ee sens; puisse le XX""^ siecle ajouter d'autres propositions encore 
plua importantes, de maniere qu'une tlieorie generale des eourbes 
trans cendantes ne soit plus, comme aujourd'hui, une aspiration inassouvie! 

*) L'lnterm^iiiaire des niathematiciens, t 11, 1896, p. 7. 
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0. Vortrage der zweiteii HauptYersammlung. 

Logica matematica. 

Di 
G. Peano a Torino. 



L' autore fa omaggio ai sig. eongressisti del suo opusculo «Logique 
mathematiquesj che costituisce il § 1 del tomo 11 del «Foriiiulaire 
de Mathematiques >■ . 

Accenna alia lirnga serie di filosoli e matematiei, da Ariatotele, 
Leibniz, fino ai nostri giorui (pag. 18 dell' opusculo), cui si deve lo 
STiluppo di questa nuova acienza. 

La via piil breve per farsi una chiara idea della Logica mate- 
matica, del suo scopo, dellc sue applicazioni, e dei euoi confini, e di 
rederla in azione; il cbe non e difficile. 

Inyero lo studio di essa non eaige studii precedenti; anzi si in- 
comincia colla tabula rasa di tutte le idee, eccettuate alcime poche, 
enumerate alia pag. 3, ed JYi indicate eon simboli convenzionali, che 
1' auto re legge. 

Questi simboli sono sufflcienti ad esprimere ogni idea ed ogni 
proposizione, senza dover oltre ricorrere al linguaggio ordinario. 

Pereid 1' autore invita a leggere, e legge, Ic principali proposizioni 
contenute nell' opusculo. 
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Zur Frage des h6heren mathematischeii Unterrichts. 

Von 
F. Klein m GOttingen. 

Der mathematiache Kongrefs neigt sich seinem Ende zu. Wenn 
es verfriiht ist, von seinen Itesultatcn zu sprechen, so'diirfen wir doch 
eiaer Empfindung Attsdruck gcben, die eineii jeden yon uns beherrseht. 
Es handelt sicli um den iiberwaltigenden Eindruck der Mannigfaltig- 
keit riiathematischer Auffassungeii tmd Interessen, die eine Bezugnahme 
Ton Mathematiker zu Mathematiker aiirserordentlich erschwert. Die Ver- 
Bchiedenbeit der Spraehe tritt fast ziiruek hinter der Versehiedenbeit 
der mathematiBcben Denkweise. 

Und doch lebt in nns Allen ebenso deutlich der Wunsch naeh 
Veratandigung. Hierfiir giebt ea keinen besaeren Beleg, ala die grofse 
Zabl der Festgenoasen, die sicb zu diesem ersten intemationalen Koa- 
gresse zusammengefunden hat. Wir mochten yersuchen, nnsere Wissen- 
schaft aJs eine grofse Einbeit, als eine Harnionie zu begreifen, und 
dieses nicht nur um der phQosophischen Erkenntnis willen, sondern 
auch von der praktiscben Einsicht aus, dafs wir die Geltung imserer 
Wissenacbaffc uacb aufsen bin zu sicbem und vielfach wiederzugewinnen 
habeu. 

Unter dieaen Umstanden mag es gestattet seia, einige Ideen darflber 
vorzutragen, wie wir un Sinne des so bezeickneten Bedurfnisses die 
wise ens ebaftbcbe Vorbildung des mathematischen Nacbwuchses in ge- 
eignete Wege mocbten leiten konnen. 

Dabei werde ich das Thema cnger fasaen, als der von mir an- 
gegebene etwaa unbestimmto Titel meines Vortrags vielleicbt vermuteu 
lafst. Die letzten Jahre haben uns wicbtige Diskussionen uber die 
matberaatiscbe Vorbildung aolcber Kandidaten gebracbt, welcbe die 
Matbematik als ein Mittel im spateren Berufsloben brauchen wollen, 
also der spateren Lebrer oder Naturforseber oder Ingenieure. So seLr 
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ich mieh fiir diese Diskiimsioiien interessiere und bis zu einem gewissen 
Grade selbst daran teilgenommen hahe, so mogen dieselben doch heute 
beiseite bleibea. Es darf dies um so mehr gesehehen, als ims gesfcem 
der ausgezeickaete Vortrag dea Herrn Stodola nach dieser Richtung 
bereits Vorzugliches gebracht hat. Nicbt minder werde ich die all- 
gemeine Frage nach der inneren Beziehimg der Mathematik zu den 
Anwendui^en, welehe Herr Poincare zum Gegenstande seines glanzendea 
Exposes gemacht hat, bier imberuhrt laasen. Niemand ist you der 
Wichtigkeit der genaimten Beziehungen mehr iiberzeugt als icb selbst. 
Aber icb meine, dafs es angezeigt ist, vor dem versammelten mathe- 
matischen Kongresse nun auch ein weiteres zu betonen, namlich, dafs 
es eine reine Mathematik giebt, welche schUefsKch doch den Kern 
unserer Wissenschaft ausmacht, und deren Gedeiheu die Vorbedingung 
fiir alle anderen mathematiacben Eethatigimgen bildet, falls letztere 
nieht sofort anf ein niederes Niveau berabsinken soUen. So lassen Sie 
mich von der Vorbildung der Wenigen spreehen, welcbe berufen sein 
sollen, in Zukunft die reine Mathematik weiterzufiibren, der eigent- 
lichen matbematiachen Forseber. Ich setze Yoraus, dafs ein Stu- 
dierender von geeigneter Begabung die gewohnlichen Anfangsstadien 
bereits hinter sich hat, vielleicht aucb die Examina, welcbe ibm die 
landesiibliche Ordnung auferlegt, bereits iiberwunden hat; wie wollen 
wir ihn in der YOn uns beabsicbtigten Richtung fordem? 

Tausehen wir uns nicbt, dafs Yon vomeherein eine aufserordent- 
liche Sehwierigkeit Yorliegt, welcbe sieb auf dem Gebiete keiner 
anderen Wissenscbaft in gleicber Starke einsteilen diirfte, weil keine 
andere Wissenscbaft so langsam assimiliert wird, wie die Mathematik. 
Eine wissensehaftliche Personlichkeit kann sich nicbt bilden ohne 
Konzentration auf ein Einzelnes bis bin zur selbstandigen Pro- 
duktion, also ohne Spezialisierung, Wir aber wollen unseren Kan- 
didaten gerade zu einem aUgemeinen TJberblicke iiber das Ganze der 
Wissenschaft hinleifcen! 

Bs folgt, dafs wir seine Zeit fiir unseren Zweck nicht voUstandig 
werden in Ansprueh nebmen dJirfen, dafs wir allerlei Kompromisse 
werden treffen miissen. Ich weifs zu sehr aus eigener Erfahrung, wie 
schwierig es ist, einen richtigen Mittelweg einzuhalten. Aber so ist 
es schliefslich mit AUem, was wir in idealem Sinne untemehmen; es 
ist daraus nur zu schliefsen, dafs wir immer aufs neue Yersneben 
sollen, das nie Yollig Erreichte anzustreben. 

Ein Eretes, was icb bier empfehlen will, sind gewisse aufsere 
Einriehtnngen fiir das weitergehende mathematiscbe Studium. Viel- 
leicht bedarf es der EntschuWigung, dafs ich hier solcbe Dinge beriihre, 
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aber es scheint mir praktisch nieht miwiehfcig. Demi ein Wort, 
vor dem mathematiachen Kongresse gesprochen uiid von ihm auf- 
genommen, findet vielleicht mehr Beachtung als jede noch so beredfce 
private Meinungaaufeenmg. Was wir vor alien Dingen verlangen 
musseii, sind wirklieh zugangliche, umfassende matheinatiselie 
Bibliotheken. In dieser Hinsicht durften an vielen P^tzen noch 
recht imentwickelte Verhaltniase herrachen. Ich kenne grofse ans- 
landische Lehraostalten, an denen bis vor kurzem nocb keine um- 
fassendere matliematisehe Zeitschrift gebalten wurde, and aueh in 
Deutschland glaubte man vor noch nicht langer Zeit vielfach, auf der 
Hohe zu stehen, wenn die Seminarbibliothek ein vollatandiges Exemplar 
eines einzelnen Journals aufwies! Es steht dies in merkwtirdigem Gegen- 
satz zu den reichen Mitteln, welche allerorts fiir naturwissenschaftliche 
Institute aufgewendet werden. Auf naturwissenschaftlichem Gebiete 
wird audi Niemand den Grundsatz aufstellen (oder auch vieUeicht niir 
aus Bequomliehkeit thatsachlich befolgen), dafs es geniige, die vfissen- 
schaftliche Produktion des eigenen Landes zu kennen. 

Mit den genannten Einrichtungen Hand in Hand sollte dann f'emer 
eines gehen; ein naher personlicher Verkehr dor Stndierenden 
nicht nur mit den Professoren, sondem auch unter einander. Dieser 
Verkehr scheint im Bereiche der Mafchemafcik ein ganz besonders wich- 
fcigea Moment. Wo immer ich Gelegenheit hatte, die wissensehaffcliche 
Bntwickelung eines hervorragenden Mathematikers naher zu beobachten, 
da hat sich beslatigt, dafs daran der taglicbe, Jakre bindurch fort- 
gesetzte intensive Verkehr mit Gleichstrebenden einen hervorragenden 
Anteil hatte. Nehmen Sie an, dafs auf dem Gebiete unserer Wissen- 
schaft der personliche Gedankenaustausch plotzlich gehindert wiirde: 
ein Verfall der mathematisehen Studien, wie ihn die Welt beim Ans- 
gang des klassischen Altertums erlebt hat, wiirde die Folgo sein. Die 
mafchematische Litteratur unserer EibKotheken wiirde nicht mehr ge- 
lesen werden, weil das Veratandnis mangels geeigneter Anleitung zu 
schwierig geworden ware. 

Doch nun zu meinem engeren Thema. Bs kann sich selbstver- 
atandlich nicht danim handeln, dafs wir eine eneyklopadisehe Aua- 
bildung unserer Studierenden anatreben. In dieser Hinsicht werden 
uns ja zum Gliicke, wie nach den Verhandlungen des geatrigen Tagea 
zu hoffen steht, reeht bald geeignete Sammelwerke entlasten. Was wir 
bei imseren Kandidaten erreichen miiasen, isfc etwas anderes, allgemei- 
neres; es handelt sich darum, denselben ein gewisses prinzipielles 
Verstandnis der in den verschiedenen Teilen unserer Wissen- 
aehaft vorwaltenden Ideen und Arbeitsmethoden zn vermitteln. 
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Ich drucke das absichfclich so unbestimmfc aus. Es handelfc sich 
beim Studiiun der Mathematik, wie ich niir dasselbe hier denke, in 
erster Linic gar nicht um die sebematische Aneignung bestimmter 
Begriffe imd der fftr sie geltenden Satze. ■ Fiir den Lemenden ist die 
Mathematik ohnehin keine rein deduktive Wissensehaft. Fiir ihn ist 
unter dem hier in Betracht kommenden Gesiehtspunkt vor allem 
wiehtig, dafs er dem koDkreten Inhalt der cinzelnen mathematiaehen 
Diaziplin gewisse Ideenasaoziationen entnimmt, die ihn fortan begleiten 
irnd ihm bei anderen Aufgaben, denen er eich zuwenden mag, sofort 
Kur Verfugung stehcn. Die logisehe Durcharbeitung bis in alle Einzel- 
heiten hinein kann schon der Zcit halber nur auf cinzelnen Gehieten 
durchgefiihrt werden und wird damm passender an das Spezialstudium 



In dieeem Sinne woUen Sie es gelten lasscn, wenn ich jetzt geradezu 
eine Reihe mathematiseher Disziplinen nenne und zn eharakterisieren 
Buehe, die ffir die allgemeine mathematisehe Bildung, wie ich 
sie im Auge habe, Ton besonderer Wichtigkeit sein mochten. Ich 
knfipfe dabei gem an meine eigene Entwickelung an, nicht weil ich 
dieselbe irgendwie fiir typisch halte, sondem weil aieh andemfaUs die 
Erlauterung zu leieht in TJnbeatimmtheiten yerliert. Es ist Clebach 
geweaen, von dem luh die eraten weitergehenden Anregimgen in der 
hier in Betiacht kommenden Eichtung erhielt, abcr nicht minder 
wiehtig wii tui muh die Zeit, welche ich im engen Verkehr mit Lie 
in Paris zubraohte Als ich bald nachher nieiae Lehrthatigkeit be- 
gann, gesuhah es im G-lauben an eine Trias der mafsgebenden mathe- 
matischen Dii/iplmen die neuere Geometrie, die Funktionen- 
theorie komplexei Variabler, die Gnippentheorie. 

Unter neuerer Geometrie mochte ich dabei nicht nur die Ent- 
wickelungen der projektiven Schulc rerstanden wissen, wie aie von 
Poneelet beginnend ihre tjpiaehe Ausbildung gefunden haben, sondern 
alie die Weiterbildnngen der spateren Zeit, die Theorien dea Raumcs 
von n Dimenaionen nicht minder, als die modeme Transformationa- 
geometrie, welche sich nicht mehr anf algebraisebe Gebilde beschrankt, 
sondem alle Fragen der Differentialgeometrie in sieh aufgenommen 
hat. Der Gegensatz zwiachen synthetischcr imd analytiseher Behand- 
lung iat mir dabei gleichgiiltig. Was ist daa Wcaen dieser ganzen 
Diaziplin? Dafs wir die einzelne Figur nicht als starr gegeben an- 
sehen, sondem ala tranaformierbar, ala veranderiich, dafs wir unseren 
Gebilden sozuaagen organiaches Leben erteilen. 

Die Fnnktionentheorie komplexer Veranderlicher, wie ich 
sie damals veratand, kann in doppelter Weise anfgefafst werden. Indem 
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